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INTRODUCTION (,) . 


La Nomographie a pour objet l’étude générale de la représentation 
graphique cotée des équations à n variables, en vue delà construc¬ 
tion de tables graphiques traduisant les lois (vqj.oç) mathématiques 
dont ces équations constituent l’expression analytique. Ces tables, 
dites nomogrammes , permettent, au moyen d’une simple lecture, 
guidée par la constatation immédiate d’une certaine relation de posi¬ 
tion entre éléments géométriques cotés, d’avoir la valeur d’une de 
ces n variables qui correspond à un système de valeurs données pour 
les n — i autres. 

Cette discipline spéciale est née du besoin qui s’impose à tous les 
techniciens d’échapper à la sujétion de calculs laborieux, fatigants 
et sujets à erreur, grâce à l’emploi de tables de résultats tout cal¬ 
culés pour les relations mathématiques auxquelles il leur faut fré¬ 
quemment recourir. 

Or, les tables purement numériques ne se prêtent pas à un usage 
courant pour plusieurs raisons : leur établissement comporte sou¬ 
vent des opérations de calcul assez laborieuses; l’interpolation y 
exige de petits calculs supplémentaires; enfin, et surtout — c’est un 
point sur lequel il convient d’insister — elles ne peuvent être conçues 
pratiquement que dans le cas de deux entrées; l’introduction ne 
fût -ce que d’une troisième entrée exige la* formation d’une série de 


(*) Entièrement différente de celle qui figurait en tête de la première édition et 
qui avait un caractère plus strictement historique, cette Introduction résume, à 
notre point de vue, la philosophie du sujet. Quelques détails historiques, empruntés 
à l’ancienne Introduction, ont été reportés, sous forme de renvois, dans le corps du 
volume. 
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tables à double entrée, chacune de celles-ci étant cotée an moyen de 
la valeur correspondante de la troisième .entrée ; outre l'encombre¬ 
ment qui en résulte, on reconnaît aisément qu'un tel dispositif a 
l'inconvénient de ne se prêter, d’une manière pratique, ni à la déter¬ 
mination de la variable constituant la troisième entrée, si elle est 
prise pour inconnue, ni à l’interpolation portant, dans tous les cas, 
sur cette troisième entrée. 

Un exemple va nous permettre de rendre cette considération plus 
frappante : on a parfois, en vue de certains problèmes d’Hydraulique 
ou de Résistance des matériaux, à résoudre des équations complètes 
du troisième degré 

—j— IX Z^ —y" Z —J— CJ — O. 

Supposons que l’on veuille fournir, sous forme de tables numé¬ 
riques, les racines positives d’une telle équation ( 1 ) pour toutes les 
valeurs des trois coefficients n, /), q variant de — 10 à 10. Il faudra, 
d’une part, construire autant de tables à double entrée que l’on 
voudra considérer de valeurs distinctes de n. Si, par exemple, on 
fait varier n d’unité en unité de — 10 à io, cela en fera vingt et une. 
Sur chacune de ces tables, dans la case placée à la rencontre de la 
rangée répondant à chaque valeur dep, par exemple, et de la colonne 
répondant à chaque valeur de q, il faudra inscrire les valeurs des 
racines z correspondantes, elles-mêmes obtenues par d'assez pénibles 
calculs. Il n’y a pas lieu d’insister sur la complication d'un tel travail 
non plus que sur la difficulté d’opérer, avec de pareilles tables, des 
interpolations portant' à la fois sur les trois coefficients. 

Que l’on se reporte maintenant à la figure i‘±\ du présent 
Volume (n° 104 ). C’est la solution la plus simple que fournisse la 
Nomographie pour le même problème. Il suffît, avec ce nomogramme, 
de tirer une droite entre les points cotés au moyen des valeurs de /> 
et de q respectivement, sur les deux échelles latérales, et de lire les 
cotes z des droites parallèles à ces échelles qui passent par les points 
de rencontre de la droite ainsi tirée et de la courbe cotée au moyen 


( ) Les racines négatives pourraient toujours être obtenues, en valeur absolue, 
comme racines positives de la transformée en — 
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de la valeur de n. Quant aux interpolations portant aussi bien sur z 
que sur les trois coefficients, elles se font à vue» sur un tel tableau 
avec la plus grande facilité, ainsi qu’on s’en rendra compte de façon 
plus précise par la suite. 

Mais il y a plus ; alors que le calcul des racines à inscrire sur les 
tables numériques ci-dessus visées exigerait un labeur et un temps 
considérables, la construction du nomogramme représenté par la 
figure ia 4 ? à la fois très expéditive et très facile par le procédé 
indiqué au n° 104 (puisqu’elle 11’exige que quelques projections suc¬ 
cessives faites à partir d’une échelle métrique) peut être effectuée 
par un bon dessinateur en une seule séance d une heure ou deux tout 
au plus. 

Cet exemple fait bien sentir, de prime abord, pensons-nous, 
quelques-uns des avantages très sensibles qui s’attachent à l’emploi 
des nomogrammes : rapidité d’établissement, facilité et précision de 
l’interpolation, et, par-dessus tout, possibilité d étendre le nombre 
des entrées ( 1 ), même au delà de trois, alors qu’on ne saurait songer, 
avec les tables numériques, à franchir cette limite. 


★ 

* 4 - 


Les premiers nomogrammes, établis dans le cas de deux entrées, à 
la fin du xvin e siècle ( 2 ), procèdent d’une idée qui ne s’est pas pré¬ 
sentée sous cette forme à leurs auteurs, mais qu’il est néanmoins 
commode de formuler ainsi : les trois variables z x , , ^3, que constituent 

les deux entrées et la fonction, étant prises pour des coordonnées car¬ 
tésiennes x , r, 5, l’équation qui les lie définit alors une surface que 
l'on peut représenter par la projection orthogonale de ses courbes de 
niveau en z, effectuée sur le plan des xy. 

Cette façon de présenter les choses est à la fois simple et frappante; 


C 1 ) Nous signalerons encore, comme exemple particulièrement typique des avan¬ 
tages attachés à la méthode nomographique, celui relatif au tir de l’Artillerie, que 
l’on trouvera plus loin (Ghap. V, Sect. III C; voir notamment n° 122). 

( 5 ) Voir le premier renvoi du n® 16. 
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elle a toutefois l’inconvénient de masquer les extensions possibles de 
la méthode nomographique, faute à l’image géométrique sur laquelle 
elle se fonde de se prêter à une convenable généralisation. 

Ce premier mode de figuration, applicable à toute équation à trois 
variables, est resté le seul usité, et encore de façon assez restreinte, 
jusqu’à ce que Lalanne l’ait complété par son ingénieuse idée de 
la graduation des coordonnées , née* en 184 3 , et qui consiste à 
faire correspondre aux variables et z 2 des coordonnées x et y qui 
ne leur soient plus simplement proportionnelles, mais qui en soient 
des fonctions convenablement choisies, de façon à obtenir, pour les 
lignes correspondant à une même valeur de z 2 (les isoplèthes de cette 
variable, suivant, la locution adoptée par Lalanne), non plus les 
courbes auxquelles aurait conduit le mode de représentation pure¬ 
ment cartésien d’abord envisagé, mais de simples lignes droites 
chaque fois que la chose est possible. Une telle transformation, 
baptisée par son auteur anamorphose géométrique , en introduisant 
dans la construction des nomogrammes une très notable simplifica¬ 
tion dans un grand nombre de cas de la pratique, a sensiblement 
contribué à la diffusion de leur emploi. Rappelons, en particulier, 
(jue c’est ainsi que Lalanne a pu construire les tableaux graphiques 
bien connus qui ont servi pour les calculs de terrassements que 
comportait 1 établissement de notre premier réseau de chemins de 
fer, exécuté en vertu de la loi du ii juin 1842, tableaux qui, 
d'ailleurs, sont restés depuis lors longtemps classiques. 

Mais si cet artifice venait réaliser, dans un grand nombre de cas, 
une amélioration appréciable dans la construction des nomogrammes, 
il n’apportait aucune modification à leur essence même, chacun d’eux 
se composant toujours de deux faisceaux de perpendiculaires aux 
axes des x et des y correspondant aux variables z t et z 2 et formant 
quadrillage (*), et d’un système d’isoplèthes (s 3 ) tracées sur ce qua- 


( l ) Ainsi que nous le tenons de la bouche de Lalanne lui-même, c’est en raison de 
l’aspect de damier (ixêa^) de ces tableaux que ce savant ingénieur leur a appliqué 
le terme abaque, étendu depuis lors par nons-même, dans l’Ouvrage 0.4 (de la 
liste qui suit cette Introduction), ainsi que dans la i ve édition du présent Traité? 
à toute espèce de table graphique cotée, et adopté à notre suite par de nombreux 
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drillage, curvilignes dans un cas, rectilignes dans l’autre, la relation 
de position à observer pour la lecture du nomogramme restant la 
même dans tous les cas, savoir le concours en un même point des 
lignes cotées au mojen des valeurs de z t , z 2 et z 3 . 

Il était tout naturel de pousser plus loin encore la généralisation, 
relativement au côté constructif des nomogrammes, en adoptant pour 
lignes cotées (^ ( ) et (z 2 ) non plus seulement des perpendiculaires 
aux axes, mais des systèmes de droites quelconques, comme Massau 
l’a fait le premier en 1 885 , ou même en faisant correspondre à l’une 
ou l’autre des variables un système de cercles ( 1 ). 

Pour ce qui est de la généralisation relative au nombre des va¬ 
riables, ce mode de représentation par lignes concourantes venait se 
heurter au même obstacle que les tables numériques par suite de 
l’impossibilité de faire figurer sur un plan un système doublement 
infini de lignes, dépendant, en plus de la variable z 3 , d’une nouvelle 
variable z A ; et a fortiori pour un plus grand nombre de variables. 

Ce n’était que dans des cas très spéciaux qu’on pouvait, grâce à 
certains artifices, atteindre à un nombre d’entrées supérieur à trois. 

Le développement pris par la théorie nomographique a permis, 
depuis lors, de ramener ces artifices (comme le glissement du trans¬ 
parent et l’introduction des échelles binaires dans les abaques 
hexagonaux imaginés en i 885 parM. Lallemand) à cet unique prin¬ 
cipe : une équation à n variables n’est susceptible de représentation 
par lignes concourantes que si, moyennant l’introduction appropriée 
de variables auxiliaires, elle peut être remplacée par une suite d’équa¬ 
tions ne contenant chacune que trois variables, ce qui peut s’exprimer 
en disant qu’elle est dissociée en équations à trois variables ( 2 ). , 

Or, on rencontre, et même très fréquemment, dans les applica¬ 
tions, des équations à plus de trois variables non susceptibles d’une 
telle dissociation; l’équation complète du troisième degré ci-dessus 
envisagée en est notamment un exemple; il fallait donc, pour arriver 


auteurs qui ont continué à s’y tenir, alors qu’il nous a paru préférable de lui substi¬ 
tuer, dans le cas général, le terme plus correct de nomogramme . 

(1) N os g et jg l’Ouvrage 0.4. 

( 2 ) Voir plus loin n° 52. 


d’ocagisk 
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à les représenter sur un plan, introduire à la base même du mode de 
représentation choisi une modification plus profonde que celle résul¬ 
tant d’une simple anamorphose; c’est là la réforme capitale qu’a 
permis de réaliser le principe des points alignés dont l’apparition 
eut lieu en 1 884 dans le Mémoire 0 . 1 . 


★ 

* * 

Pour avoir une juste notion du champ d’utilisation de ce principe, 
il est tout d’abord indispensable de savoir que l’immense majorité 
des équations rencontrées dans les applications pratiques (99 pour 100 
peut-être) sont susceptibles moyennant, en de nombreux cas, l’in¬ 
tervention d’une anamorphose, d’être représentées par trois systèmes 
de droites concourantes. Cette indication fait immédiatement res¬ 
sortir la portée à peu près générale, dans le domaine de la Nomo- 
graphie, du nouveau principe qui consiste tout uniment à trans¬ 
porter les représentations graphiques du domaine ponctuel dans 
le domaine tangentiel. L’idée est simple assurément, mais assez 
éloignée des habitudes d’esprit de ceux qui n’usent ordinairement 
des Mathématiques qu’en vue de fins pratiques, pour que l’on s’ex¬ 
plique aisément qu’elle ne soit pas intervenue plus tôt en cet ordre 
de recherches. 

Quoi qu’il en soit, une transformation dualistique quelconque 
appliquée à un nomogramme à droites concourantes, lui substituant 
un nomogramme à points alignés, permet de réaliser ipso facto les 
précieuses améliorations que voici : simplification de construction, 
puisqu’à chaque nombre ne correspond plus qu’un seul point au lieu 
d’une ligne, et, pour la même raison, plus grande netteté de lecture 
et plus grande précision de l’interpolation à vue incontestablement 
plus facile à effectuer entre les points d’une échelle à support 
quelconque qu’entre les droites d’un faisceau à enveloppe quel¬ 
conque; mais, par-dessus tout, possibilité, grâce à l’introduction des 
points à deux cotes, définis par un réseau, qui constituent l’image 
dé un système doublement infini d'éléments, de représenter cer¬ 
taines équations, à plus de trois variables, d’une forme extrêmement 
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fréquente dans la pratique, et non dissociables en équations à trois 
variables seulement , alors que seules celles qui offraient ce carac¬ 
tère pouvaient être représentées par lignes concourantes. Aussi peut-on 
très légitimement avancer que c’est le principe des points alignés 
qui , pour la première fois , a permis de réduire effectivement à 
une représentation plane un nombre de dimensions supérieur à 
trois. Et c’est justement l’équation complète du troisième degré, 
mentionnée plus haut, qui, dans la Note 0 . 3 , en a fourni le premier 
exemple. 

Lorsqu’on ne raisonne plus in abstracto et que l’on en vient à 
mettre la main à la pâte, en vue des réalisations pratiques, d’autres 
desiderata surgissent, dont le pur théoricien n’a cure, et dont néan¬ 
moins il n’est pas possible de ne pas tenir compte. Une fois reconnu 
l’intérêt de recourir à une transformation dualistique, le pur mathé¬ 
maticien déclarera qu’il n’j a, pour ce faire, qu’à interpréter les 
coordonnées intervenant dans la question comme des coordonnées 
tangentielles. Or, de telles coordonnées prennent ordinairement pour 
lui la forme de coordonnées plückériennes , inverses de l’abscisse et 
de l’ordonnée à l’origine, changées de signe, d’une droite quelconque 
rapportée à des axes cartésiens. Un tel emploi des coordonnées 
plückériennes présente un inconvénient majeur dont, en pratique, 
on a tôt fait d’être frappé; c’est précisément que ces coordonnées 
sont des inverses de segments de droite. Si l’on veut faire usage de 
coordonnées tangentielles non plus seulement comme moyen de 
démonstration, mais comme instrument de construction effective, on 
se convainc de la nécessité de leur donner, si possible, la forme 
directe de segments. Or, de telles coordonnées tangentielles dualis- 
tiques existent; ce sont celles dont, sous le nom de coordonnées 
parallèles , et précisément en vue d’une telle application, nous avons 
fait une étude approfondie de façon à permettre, si besoin est, la 
discrimination immédiate des êtres géométriques définis par leur 
moyen ( 1 ). 


(') Cette étude, d’abord parue, en 1884 , dans les Nouvelles Annales de Mathé¬ 
matiques (3* série, t. III, p. 4 00 > 4^6, 5i6), a été ensuite reproduite dans notre 
brochure : Coordonnées parallèles et axiales (Gauthier-Villars, i885), avec le 



XII 


INTHODUCTiON. 


11 est bien clair qu’une fois acquise la notion des nomogrammes à 
points alignés, on peut en poursuivre l’étude à l’aide des coordonnées 
cartésiennes, comme nous l’avions nous-même très explicitement 
indiqué dans la première édition du présent Traité, p. i 34 (‘). Il nous 
a paru néanmoins préférable, tant pour les besoins de notre enseigne¬ 
ment que dans nos diverses publications, de nous en tenir à l’emploi 
des coordonnées parallèles, d’aborjl à cause de l’exacte corrélation qui 
en résulte entre les représentations par droites concourantes et par 
points alignés, et aussi pour une autre raison plus pratique tenant à 
ce que, neuf fois sur dix, à tout le moins, la meilleure disposition à 
adopter pour les nomogrammes à points alignés est celle qui com¬ 
porte deux échelles rectilignes parallèles ( 2 ) et qu’en pareil cas, 
l’emploi des coordonnées parallèles conduit tout directement, sans 
aucune transformation préalable et sans tâtonnement, à la fixation 
de cette disposition, ainsi qu’à un procédé très commode de cons¬ 
truction des échelles (n° 61 ). 

C’est, sans aucun conteste, aujourd’hui, la méthode des points 
alignés qui, entre les mains des techniciens de toute spécialité, se 
montre la plus féconde de toutes celles que l’on distingue particuliè¬ 
rement dans le champ de la Nomographie ( 3 ). Sans doute verra-t-on là 

Mémoire 0.1 traitant de l’application de ce système spécial de coordonnées au 
nouveau procédé de calcul graphique à l’occasion duquel nous l’avions imaginé. 
Nnus sommes revenu à diverses reprises sur ce sujet dans les Nouvelles Annales 
(ï 887, p. 49 ^ ; 1890, p. 445 ; 1892, p. 70). Nous avons reconnu depuis lors que l’idée 
de ces coordonnées s’etait autrefois présentée à Chasles {Correspondance mathé¬ 
matique de Quételet, t. VI, 1829, p. 81), sans que l'illustre géomètre en ait déve¬ 
loppé la théorie. 

i 1 ) Voir plus loin ( n° 62 ). 

( 2 ) Voir plus loin (Chap. IV, Sect. II A et B, Sect. III A; Chap. V, Sect. I et II). 

( 3 ) Il nous a été donné de réunir une ample collection de ces applications spé¬ 
ciales dont la simple liste fournirait à elle seule la matière d’un petit opuscule. Ces 
applications se rapportent non seulement à toutes les branches de la Physique, de 
1 Astronomie et de la Mécanique appliquées, mais aussi aux Chemins de fer, aux 
Constructions navales, a l’Artillerie, à 1 Aviation, aux calculs financiers ou d'assu¬ 
rances, etc. 

Nous croyons devoir signaler à part les travaux suivants, où de telles applications 
sont développées avec une certaine ampleur : 

J. Eichhorn, A omograms* for the properties of S team, Ammonia , Compressed 
Air , etc. (Chicago, 1911-1918). 
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la meilleure confirmation qui puisse être donnée de sa valeur 
pratique. 

* 

* * 

Mais le champ de la Nomographie s’est encore élargi du fait de 
diverses extensions qui, pour ne pas correspondre à des cas rencon¬ 
trés aussi fréquemment dans les applications, n’en méritent pas moins 
d’être prises en sérieuse considération ; dans cette catégorie se rangent 
les modes de liaison entre points cotés réalisés au moyen d’index 
mobiles autres que de simples droites (Chap. YI, Sect. I), les systèmes 
cotés mobiles que l’on fixe, en vue de la lecture, dans une position 
spéciale dépendant de certaines variables (Chap. VI, Sect. II), etc. 

Cette multiplicité de ressources, tenant à la Variété des procédés à 
mettre en œuvre, exigeait, pour se prêter, en quelque sorte, à une 
exploitation courante, que tous ces procédés vinssent se ranger dans 
un exposé d’ensemble, rationnellement ordonné, reposant sur le plus 
petit nombre possible de principes distincts et développé, à partir de 

L. Jacob, Solutions nomographiques des problèmes de Balistique extérieure 
(Paris, 1919). 

M. Kraïtchik, Sur quelques applications de la Nomographie (Bruxelles, 1918). 

M. Kraïtchik, Les tables graphiques financières (Paris, 1920). 

J. Mounier, Les graphiques du patron (Paris, 1920). 

E. Perret, Note sur Vapplication de la Nomographie aux principales tables 
nautiques (Paris, 1905). 

G. Pesci, Diverses applications à la navigation (Rivista Marittima , 1896, 1897, 
1898,1899). 

G. Pesci et G. Ronca, Abbachi péril tiro (Livourne, 1902). 

L. Potin, Solutions nomo graphiques de questions relatives aux chemins de fer 
( Annales des Ponts et Chaussées , 1911 ). 

R. Poussin, Sur l'application des procédés graphiques aux calculs d'assu¬ 
rances (Paris, 1904). 

R. Seco de la Garza, Les nomogrammes de Vingénieur (Paris, 1912). 

E. -E. Seefehlner, Zeichnerische Rechenbehelfe fur den Entwurf und den Be - 
trieb elektrischer Bahnen (Electroteclinische Zeitschrift , Berlin, 1921). 

R. Soreau, Contribution à la théorie et aux applications de la Nomographie 
(Paris, 1901). 

J.-M. Steevensz, Grafieken voor hydraulische Berekeningen ( Vereeniging van 
Waterstaats ingénieurs . 1920). 

F. -J. Vaës, Technische Rekenplaten (Kon. Inst . van Ingénieurs, 

C.-E. Wolff, Diagrams for Egyptian Engineers (Le Caire, igo 3 ). 



XIV 


INTRODUCTION. 


là, suivant une marche systématique. Telle a été l’idée mère d’où est 
sortie la discipline spéciale, embrassant tout cet ordre d’études, que 
nous avons constituée sous le nom de Nomographie. 

L’adaptation systématique de principes, empruntés aux Mathéma¬ 
tiques pures, à un ordre déterminé d’applications, a déjà donné nais¬ 
sance à de telles disciplines dont le prototype est la Géométrie des¬ 
criptive de Monge, et dont, au milieu du xix e siècle, un autre 
exemple mémorable a été fourni par la Statique graphique de 
Culmann; c’est Maurice Lévy — on voudra bien nous permettre de 
le rappeler — qui est l’auteur de ce rapprochement entre la Nomo- 
graphie, d’une part, la Géométrie descriptive et la Statique gra¬ 
phique, de l’autre (*)• Il convient, au reste, de joindre aussi à ce 
groupe la remarquable Intégration graphique de Massau ( 2 ), dont 
nous nous sommes efforcé, pour notre part, de simplifier les élé¬ 
ments en leur donnant une forme plus strictement didactique dans 

la première Partie de notre Volume 0.51 et dans notre Cours de 

/ 

CEcole Polytechnique ( 3 ). 

Cette codification d’ensemble de tous les modes précédemment 
proposés de construction de nomogrammes a, pour une bonne part, 
été rendue possible, grâce à un large appel fait à la notion de la 
disjonction des variables , c’est-à-dire de la formation d’équations, 
de forme donnée, liant ces variables à des paramètres dont l’élimi¬ 
nation reproduise l’équation à représenter, et qui, interprétés comme 
des coordonnées, dans tel ou tel système, donnent naissance à un 
nomogramme de tel ou tel type. Elle se complète par l’introduction 
en ce domaine de notions dont, a priori , l’intérêt semble purement 
spéculatif et qui n’apparaissent, par conséquent, pas d’abord comme 
devant se prêter à des applications pratiques ; telles, par exemple, celle 

(') Génie civil , t. XXXV, 1899, p. /p 5 . 

( 2 ) Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications , paru dans les 
Annales de l'Assoc . des Ingénieurs de Gand (1878, 1884, 1886, 1887, ïSgo). H n’est 
que juste de rappeler également ici le Calcul par le trait de Cousinery, premier 
essai, datant de 1840, d’une synthèse générale des principes régissant l'exécution des 
calculs au moyen d’épures à construire pour chaque état particulier des données. 

( 3 ) Cours de Géométrie pure et appliquée de VÉcole Polytechnique , t. II, 
Chap. IX (Gauthier-Villars, 1917-1918). 
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de la dualité qui, comme on vient de le dire, a donné naissance aux 
nomogrammes à points alignés; celle de l’homographie envisagée 
sous sa forme la plus générale, qui permet dé donner du premier 
coup à un nomogramme la disposition la plus favorable ; celle aussi 
des valeurs critiques des variables indépendantes rendant une fonc¬ 
tion indéterminée, qui se prête à la construction directe de certains 
nomogrammes sans disjonction préalable effective, etc., etc. On peut 
sans doute avancer qu’en cela, la Nomographie fait, en réalité, aux 
Mathématiques pures des emprunts plus variés que les autres disci¬ 
plines à côté desquelles elle vient se ranger. 

Mais, de plus, cette codification d’ensemble devait fatalement faire 
naître l’idée d’embrasser d’un coup d’œil tous les modes possibles de 
représentation plane susceptibles d’être utilisés, de prévoir d’avance 
et de classer rationnellement toutes les variétés concevables de nomo¬ 
grammes applicables quel que soit le nombre des variables. De là la 
théorie morphologique générale des nomogrammes, dont le principe 
a été donné dès 1898 dans la Note 0.23 et le Mémoire 0 . 25 , 
et qui constitue comme une sorte de couronnement de l’édifice. 

Esquissée pour la première fois en 1891 dans la brochure 0 . 4 , la 
Nomographie a été largement développée en 1899 dans la première 
édition du présent Traité ; certaines modifications, ainsi que d’impor¬ 
tants compléments y ont été apportés dans 0.40 et 0 . 51 . La partie 
la plus élémentaire en a été détachée dans 0.60 (*). La présente 


( x ) Divers résumés plus ou moins succincts des principes de la Nomographie ont 
été, à la suite de nos publications, donnés en plusieurs langues. Nous citerons : 

En allemand, Ueber die Nomographie von M. d’Ocagne , par F. Schilling 
(Leipzig, 1900); Einführung in die Nomographie , par P. Luckey (Berlin, 1918). 

En anglais, Graphs and Abacuses, par R. de Beaurepaire (Madras, 1907); Gra- 
phical Methods, par G. Runge (New-York, 1913); Nomography or the graphie 
représentation of formulae , par R.-K. Hezlet (Woolwich, 1913). 

En arabe, Ai Nomografia, par F. Boulad (Le Caire, 1908). 

En espagnol, Nomografia , par R. Seco de la Garza (Madrid, 1910); Câlculo 
gl'âfico y Nomografia, traduction littérale de 0 . 51 , par L. Guttierez del Arroyo 
(Madrid, 1914)* 

En hollandais, Nomographie, par F. -J Vaës (Extrait de Marineblad , Rotterdam, 
1901-1902). 
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édition provient d’une refonte générale de ces divers exposés, guidée 
par la longue expérience d’un enseignement oral souvent renouvelé 
depuis trente ans non seulement dans nos cours normaux de l’Ecole 
Polytechnique et de l’École des Ponts et Chaussées, mais encore 
dans un cours libre de la Sorbonne (1907) ou même dans certaines 
séries de conférences qu’on a bien voulu nous demander de divers 
côtés ( 1 ). 

Il est bien entendu qu’il s’agit ici d’un exposé de grande ampleur, 
dépassant, par conséquent, les stricts besoins du lecteur uniquement 
soucieux des applications les plus simples et les plus courantes; de 
tels besoins se trouvent, au reste, largement satisfaits par la façon 
très détaillée dont, en cet exposé d’ensemble, sont traitées les appli¬ 
cations de ce genre (notamment au Chapitre IV, Sect. I, IIA et B, III A, 
et au Chapitre V). Mais, pas plus dans cette édition que dans la précé¬ 
dente, nous n’avons jugé à propos de passer sous silence, bien qu’en 
y insistant moins, les parties du sujet qui peuvent apparaître comme 
d’un intérêt moins immédiatement tangible; les exemples qui s’y 
rapportent, puisés, comme tous les autres, dans la pratique de diverses 
techniques, suffisent à attester qu’on aurait tort de les négliger, et 
qui sait, au reste, si, dans l’avenir, les occasions d’y avoir recours ne 
se multiplieront pas ? 

Quant à la théorie morphologique qui termine le Volume, il nous 
eût semblé fâcheux, par un souci exagéré de n’avoir égard qu’à ce 


Eu italien, Cenni di Nomogra/ia, par G. Pesci ( Livourne, 1901); La Nomo¬ 
gra/ia, par G. Ricci (Rome, 1901). 

E11 polonais, Wyklady nomografii, par W. Lâska (Lemberg, igojj; O Nomo- 
grafii , par F. Ulkowski (Lemberg, igo 5 ). 

En roumain, Nomogra/ia , par J. Jonesco (Bucarest, 1900). 

En russe, Les principes du calcul nomographique, par N. GercevanolT (Saint 
Pétersbourg, 1906). 

(‘) Notamment à l’École supérieure d’Électricité de Paris (>906), à ^Institut 
impérial des Voies de communication de Saint-Pétersbourg (1910), à l’Université 
d’Édimbourg (1914), à la Section technique de l’Artillerie (1919), à l’Université 
internationale de Bruxelles (1920). Deux de ces séries de conférences ont donné 
naissance aux brochures O. 59 et O. 60 . Les éléments de la Nomographie ont pénétré 
aujourd’hui dans le programme permanent d’un grand nombre d’Écoles techniques 
de la France et de l’etranger. 
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qui est pratiquement indispensable, de la laisser de côté, comme si 
elle ne devait être tenue que pour un luxe inutile, Il nous suffira, 
pour légitimer la place que nous avons cru devoir lui maintenir, de 
faire observer qu’une classification rationnelle, fondée sur une algo- 
rithmie des plus simples, qui embrasse d’avance toutes les ramifica¬ 
tions possibles d’un sujet, n’est pas tant à dédaigner, ne fût-ce que 
pour l’ordre qu elle introduit forcément dans nos idées, même quand 
nous nous limitons à la partie de ce sujet qui peut, dès maintenant, 
être regardée comme revêtue d’un caractère d’immédiate utilité, sans 
compter que, pour tout esprit scientifique soucieux du progrès de 
nos connaissances, en toute direction, indépendamment de leur 
portée pratique, il n’est pas sans intérêt d’acquérir, grâce à cette 
théorie, la notion générale de toutes les possibilités que peut offrir 
la méthode graphique pour la représentation des équations à un 
nombre quelconque de variables. 




LISTE DES PUBLICATIONS DE L’AUTEUR 
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Travaux antérieurs à la l re édition du présent Traité. 

1 . 1884. — Procédé nouveau de calcul graphique (A. P. C ., nov.. 

p. 53 1 ). [Note reproduite dans Coordonnées parallèles 
et axiales, p. 73.] : i 


( 1 ) Les travaux énumérés dans cette liste seront désignés, dans le corps de 
l'Ouvrage, par la lettre O suivie de leur numéro d’ordre. Pour les citations biblio¬ 
graphiques relatives aux Recueils dont les titres figurent en tête de cette liste, on 
se référera aux abréviations adoptées ici et dont la plupart sont empruntées à 
l ’Index du Répertoire bibliographique des Sciences mathématiques. 
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Deux conférences sur la Nomographie : 

I. Principes de Nomographie. — II. Application des 
nomogrammes à alignement aux différents cas de réso¬ 
lution des triangles sphériques (Conférences données 

/ 

les 28 et 29 juillet 1914 à l’Université d’Edimbourg, 
publiées dans E . M., 1916, p. 373, et 1917, p. 20). 

Principes usuels de Nomographie avec application a 

DIVERS PROBLÈMES CONCERNANT L'ARTILLERIE ET l’AvIATION 

(Gauthier-Villars). 

Pratique courante de la méthode nomographique des 
points alignés à propos de ses applications de guerre 
(C . /• M ., Strasbourg). 
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CHAPITRE I. 

REPRÉSENTATION DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES. 


I. — Échelles fonctionnelles. 

1. Echelle normale d'une fonction . — Soit f{z) une fonction 
de la variable z, prise dans un intervalle où elle est uniforme, c’est- 
à-dire n’a pour chaque valeur de z qu’une seule valeur bien déter¬ 
minée. 

Portons sur un axe Ox , à partir de l’origine O (jig. i ), les lon¬ 
gueurs 


p étant une longueur arbitrairement choisie, et inscrivons, à côté des 



points qui limitent ces segments, points qui seront marqués d’un 
trait, aussi lin que possible, perpendiculaire à l’axe, les valeurs cor¬ 
respondantes z, z', z", ... de la variable ( 1 ). 

( l ) La première idée d’une échelle de ce genre, construite dans un cas particulier, 
semble due à Gunter, au début du xvn e siècle (voir le renvoi du n° 5, 2 °). 
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L’ensemble des points cotés ainsi obtenus constitue 1 échelle de 
la fonction f{z). La longueur p. est dite le modale de cette échelle. 

Cette échelle sera limitée à deux valeurs particulières a et b de la 
variable 5. 

Partant de la limite inférieure a , on pourra construire l’échelle 
sans faire intervenir l’origine O. Il suffira, en effet, pour obtenir les 
points £, z\ z\ ... et b de porter sur l’axe, à partir du point coté a, 
choisi arbitrairement, les segments 

S =[4/(0 -/(«)], 

8 '= -/(«)], 

3*= Pt/(0-/(«)], 

.* * ..* • • • 7 

L = (x[/(6) -/(a)]; 

L est la longueur de l’échelle; a et b sont ses limites. 

Si, pour la construction de l’échelle, on fait croître la variable z 
par échelons égaux à un nombre rond (i, 2 , 5, io, ...) d’unités 
d’un certain ordre décimal, on obtient une échelle normale de la 
fonction. C’est le cas de beaucoup le plus fréquent. Dans le choix de 
l’échelon, il faut avoir soin que les points les plus rapprochés sur 
l’échelle considérée laissent entre eux un intervalle voisin d une cer¬ 
taine limite fixée par l’expérience et que nous appellerons le mini¬ 
mum d'intervalle graphique de l’échelle. 

Dans la plupart des cas, ce minimum d’intervalle graphique sera 
fixé au millimètre (*). Il pourra parfois être abaissé au-dessous. On 
reviendra plus loin sur ce point (n° 4). 

Remarque. — Si la fonction jf(s), après avoir crû dans un certain 
sens, se met, à partir d’une certaine valeur de s, à croître dans l’autre 
sens, il sera nécessaire de reporter, à partir de cette valeur de z, 
l’échelle de la fonction d’un coté à l’autre de l’axe ou sur un second 
axe parallèle au premier. Cette circonstance se présente, au reste, 
rarement dans les applications. 

2. Analyse de la graduation. — On réalisera, en général, par tâton¬ 
nement, la condition relative au minimum d’intervalle, il est facile néan- 


( 1 ) Disons une fois pour toutes que si, sur certaines figures de cet Ouvrage, on 
rencontre des divisions beaucoup plus petites, cela tient à ce que ces figures ont été 
obtenues au moyen d’originaux que les nécessités du format ont conduit à réduire 
par la photographie. 
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moins d’indiquer une marche rationnelle à suivre pour que la graduation 
obtenue satisfasse à cette condition ( 1 ). 

Nous supposons a -< b. Admettons, en outre, pour fixer les idées, que de a 
à b , les accroissements de la fonction, correspondant à des accroissements 
égaux de la variable, aillent constamment en diminuant en valeur absolue. 
C’est, par exemple, le cas pour la fonction \fz , de o à oc. 

S’ils allaient constamment en augmentant en valeur absolue, comme pour 
la fonction z 3 , de o à oc, il faudrait, dans la marche qui va être indiquée, 
partir de b au lieu de a. 

Si, enfin, ils allaient alternativement en diminuant et en augmentant, on 
fractionnerait l’intervalle total en intervalles partiels pour lesquels le sens de 
leur variation resterait le même. 

Plaçons-nous donc dans la première hypothèse et, prenant, par exemple, le 
millimètre comme unité de longueur, posons ( 2 ) 

pI/W-/(«)Î = l, ' 


la longueur L étant environ celle que nous voulons donner à l’échelle. De là 
nous tirons le module p. correspondant, puis nous arrondissons la valeur 
trouvée, de façon à avoir pour ce module une valeur commode, ce qui conduit 
à une valeur de L voisine de celle que nous avions prise d’abord. 

Soit, pour fixer les idées, la fonction \J z à représenter de z = i à z — ioo. 
Adoptons, pour notre échelle, une longueur voisine de 200 mm . Pour cela, 
posons 

;a(v/ioo — fi) =5 2O0 1nm , 

d’où 


200 



— 22 


mm 

? 



Nous prendrons évidemment ici p = aS 0 * 09 , d’où résultera pour L la valeur 


L = 25 x 9 = 22 S"***. 


La valeur de p étant ainsi déterminée, si nous désignons, en outre, par rn 
le minimum d’intervalle graphique, nous poserons 

V ! p)/(«>— /(« — j)| ss m. 

De là, par les procédés de l’Algèbre, soit directement, soit par approxima¬ 
tions successives, suivant la nature de la fonction f(z), nous tirerons la 

valeur de e. Cette valeur tombera entre —-— et —. 

io"-*- 1 io« 


(') Les passages n’ayant, comme celui-ci, qu’un caractère accessoire, de même 
que les exemples d’application, sont imprimés eh petits caractères. 

( 2 j) La notation | X ( indique la valeur absolue de X. On prendra donc la diffé. 
rence/(«) — f(a — s) ou /(a — 5 )— f(a) suivant que de a — s à a la fonction 
est croissante ou décroissante. 
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Considérant les trois intervalles définis par 

i 2 5 i 

IO rt+1> IO"" 1 " 1 1 10 ,t+1 * IO ,t, 


nous verrons dans lequel de ces intervalles sera comprise la valeur de i. Nous 
commencerons dès lors à faire croître z par échelons successifs égaux à la 
limite supérieure de cet intervalle; si donc i tombe dans le premier intervalle, 

nous commencerons par faire croître z, à partir de a , de -- en-. 

io«-*-i io" +1 

Si i tombe dans le deuxième intervalle, nous ferons croître z de —-_ 

• io w+1 

5 ; , 

en ———. Si i tombe dans le troisième intervalle, nous ferons croître z 


de —î— en —— • 

io« \o n 

De cette façon, nous sommes assurés que, jusqu’en un point qui sera déter¬ 
miné plus loin, les premiers intervalles de l’échelle seront supérieurs à m. 

Revenons à notre exemple de la fonction \J z. Ici, puisque p = a5, nous 
avons, en prenant m = i ram , 

v/i — *) 


25 ( y/] 


I, 


d’où 




24 

25 


et 


Comme on a 


i = 0,0784. 
o,o 5 ■< 0,0784 <0,1, 


nous commencerons à faire croître z de o, 1 en 0,1. 

Si nous représentons par la valeur de l’échelon adopté, nous pourrons 
continuer à nous servir de cet échelon jusqu’à la valeur a x de z telle que 

pl/OO — /(«1 — Ml> m > \Af( a \-+- Oi)— /(«i)l- 


Pour plus de régularité, nous ferons coïncider le point dit de césure où 
s’effectuera le changement d’échelon avec la valeur ronde de z immédiatement 
inférieure à la valeur a t définie par la double inégalité ci-dessus. 

Si la valeur ai est légèrement inférieure à la valeur ronde la plus voisine, 
on pourra tout aussi bien effectuer la césure à cette valeur ronde parce qu’en 
somme la détermination du minimum d’intervalle graphique n’a rien d’absolu 
et qu’on peut, sans inconvénient, descendre un peu au-dessous du milli¬ 
mètre ( x ). 

Si nous revenons encore à notre exemp'le de \fz avec p= 25 mm ,nous voyons 
que l’échelon de 0,1, que nous avons adopté à partir de la valeur 1, ne devrait 


f 1 ) C’est pour cette raison qu’au n° 1 nous avons dit que l’intervalle entre les 
points les plus rapprochés devait rester voisin du millimètre et non lui rester supé¬ 
rieur d’une façon absolue. 
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être théoriquement conservé que jusqu’à la valeur a x telle que 


5 


a5(v/ai— y fct [— o, i) > i > 25( \fa x -h o, i — v/«i), 
ce qui donne a x ~ i,6, car on a 

25(y/i,6— \J \ , 5) = 1 ,oo5, 

25(y/777 —v/ïTë) = °>972- 


Mais ici on conservera évidemment l’échelon de 0,1 jusqu’à z — 2 , pour 
prendre à partir de cette valeur l’échelon de 0 , 2 . 

On voit que l’écartement entre les points 1,9 et 2 sera égal à 

25 ( 1/2 — V^ 1 ^) ou o mm ,895, 

dimension très admissible. 

En résumé, considérant la suite 

2 5 10 2 5 1 o 

10«+î ’ IO" 4 ' 1 * io ,t4-1 10 " ’ io n ’ io ,l > ’ 

appelons 0j l’échelon initial déterminé ci-dessus, qui est une des trois pre¬ 
mières fractions écrites, et représentons par 

1 01; h», fl„ ... 

ce que devient la suite précédente lorsqu’on la fait commencer à ce terme. 

Nous nous servirons, à partir de a, de l’échelon 0! jusqu’à la valeur ronde a x 
pour laquelle le produit 

y-l/Oi) — /(«1 — 61) I 

est le plus voisin de m, ce que nous exprimerons par la notation 

'Af( a 1 ) —y(^i —-0i)i = 

Nous emploierons ensuite l’échelon 0 2 jusqu’à la valeur a t pour laquelle, 
avec la notation précédente, on aura 

l x \A a i) — /(« 2 — 0s)| = ni± s, 

et ainsi de suite. 

Sous une forme encore plus condensée, nous pourrons énoncer la règle à 
laquelle nous avons abouti sous la forme suivante : 

Données : 

Fonction f(z); 

Limites a et b; 

Longueur approchée de l’échelle L 0 ; 

Minimum de l’intervalle graphique m. • 



6 


CHAPITRE I. 


Opérations : 

i° Donner au module p, la valeur arrondie satisfaisant à l’équation 

{*!/(&) — f(a) I = L 0 ±e. 

2° Déterminer le premier échelon Oj en prenant celle des trois quantités 

2 5 io 

IO"- 1 - 1 ’ IO w+1 * IO w+1 


qui est immédiatement supérieure à la valeur i définie par 

. \x\f(a)—f(a — i)\ = mézz. 

Soit 

■«I, O3? ^ 4 ? ^ 5 ? • • • 

la portion de la suite 

2 ' 5 1 2 5 

IO«-t-l ’ IO /^+1, 10 "’ ~io n ’ 10 ' 1 ’ 


qui commence à 0*. 

3 ° Déterminer les points de césure «1, « 2 , a s , ... par les équations 

P l/(«i) — /Oi— Oi) | = /w ± 6, 

pj/(a, 2 ) —/(« 2 —e 2 ) I = m d= e, 

^|/(« 3 )— /(« 3 — 0 3 ) J = 


Dès lors, la graduation procédera par échelons 0 t de a à par échelons 0 2 
de a\ à a 2 , par échelons 0 3 de « 2 à a 3 , ..., et ainsi de suite jusqu’à b. Bien 
d’ailleurs n’empêche, si les nombres a/—! et ai semblent trop rapprochés, de 
sauter 6/ et de passer immédiatement à 64+1. 

Remarque. — En raison de l’égalité des échelons successifs dans 
chaque section de la graduation, il est inutile d’inscrire les cotes de 
tous les points constituant cette graduation. Il suffira d’inscrire ces 
cotes de distance en distance, de telle façon qu’il n’y ait point d’hési¬ 
tation à déterminer mentalement les cotes des points intermédiaires. 
C’est ainsi que, sur un double-décimètre, la chifïraison en centi¬ 
mètres suffît, la lecture étant d’ailleurs rendue plus facile par l’allon¬ 
gement des traits correspondant aux demi-centimètres. Un artifice 
analogue pourra toujours être mis en œuvre avec toute autre gra¬ 
duation. 

3 . Construction géométrique d'une échelle. — Pour construire 




KEPRÉSENTATION DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES. 7 

l’échelle de la fonction f(z), on peut avoir recours à la courbe C 
dont l’équation est 

x=\xf(y). 

Il suffit de prendre sur la courbe le point dont l’ordonnée est 
égale à 3 pour que l’extrémité de son abscisse donne sur O^’ le 
point coté z de l’échelle demandée. 

Si la courbe G peut être obtenue point par point au moyen d’une 
construction géométrique simple, son tracé dispense de tout calcul. 

Supposons, par exemple, que la fonction dont on désire l’échelle 

soit \/a- — z-, a étant une constante ; dans ce cas, le module p. étant 
pris égal à ï , la courbe G, définie par l’équation 

x 2 — a- — y-, 

sera un cercle de rayon a ayant son centre à l’origine; soii tracé est 
immédiat. 

Sans que la construction soit toujours d’une aussi grande simpli¬ 
cité, on conçoit, par cet exemple, le parti que l’on pourra, le cas 
échéant, retirer d’une construction géométrique. « 

Le plus souvent, on procédera de la façon suivante : ayant déter¬ 
miné directement un certain nombre de points de l’échelle, de cote 
ronde, on élèvera en ces points, perpendiculairement à l’axe portant 
l’échelle, des ordonnées proportionnelles à leurs cotes. Les extré¬ 
mités de ces ordonnées seront autant de points de la courbe C. O11 
tracera dès lors cette courbe et l’on s’en servira ainsi qu’il vient 
d’être dit pour obtenir les points de l’échelle, intermédiaires entre 
ceux qui ont été obtenus directement. 

La détermination des points de césure successifs se fera ici avec une 
grande facilité. On donnera à l’ordonnée y des accroissements suc¬ 
cessifs égaux à un certain échelon jusqu’à ce que l’accroissement 
correspondant de l’abscisse x tombe au-dessous du minimum d’inter¬ 
valle graphique choisi. On adoptera alors un échelon supérieur au 
précédent et on le conservera jusqu’à ce que la même circonstance se 
reproduise; et ainsi de suite. 

Ge procédé géométrique permettra d’ailleurs de construire 
l’échelle d'une fonction définie par une courbe G obtenue expéri¬ 
mentalement . 

4. Interpola lion à vue. — Un point étant pris sur l’axe de 
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l’échelle, en dehors des points qui constituent sa graduation, on 
pourra se proposer d’évaluer approximativement la valeur corres¬ 
pondante de la variable z. Cette évaluation porte le nom d ' interpo- 
iation à vue. 

Les deux points de la graduation qui comprennent le point con¬ 
sidéré fournissent des valeurs approchées par excès et par défaut de 
la valeur cherchée, au degré d’approximation défini par l’échelon 
correspondant. 

La question qui se pose consiste à apprécier l’appoint à ajouter à 
la valeur approchée par défaut pour avoir la valeur cherchée. 

Cet appoint s’estime au jugé d’après l’allure de la graduation aux 
environs du point considéré. 

Soit, par exemple, à lire la cote du point M sur l’échelle de la 
ligure 2 . On aura sensiblement pour cette cote la valeur 3,47- 

Sur l’échelle de la figure 2 bis, on aurait 3,45. 



M M 


On voit que le degré de précision de ce genre d’interpolation 
dépend du plus ou moins d’habitude du lecteur. 

Toutefois l’expérience prouve qu'un lecteur tant soit peu exercé 
arrive à ne pas se tromper du ^ de l’échelon lorsque l’intervalle 
graphique n’est pas sensiblement inférieur à i mm . 

Avec un intervalle de o mm ,5, l’approximation sur laquelle on peut 
compter n’est pas supérieure au i. 

Cela montre qu’il n’y a pas de sérieux avantage à employer des 
intervalles inférieurs à i ,nm . 

Il y aurait sur ce point particulier à faire une étude qui relève de 
la physiologie. Il semble probable que le degré d’approximation 
relatif est à peu près constant pour des divisions supérieures à 
i mm environ et qu’il décroît, à partir de là, avec une assez grande 
rapidité. 

Remarque . — Les échelles construites dans la pratique, sous les 
dimensions qui ont été reconnues commodes, n’assurent, en général, 
la connaissance que de trois chiffres significatifs (exceptionnellement 
quatre); encore le dernier chiffre n’est-il fourni que par l’interpola- 
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lion à vue, ainsi que cela a lieu avec les graduations du double-déci¬ 
mètre ou de la règle à calcul. Ce degré d’approximation suffit d’ail¬ 
leurs dans une foule d’applications, et notamment dans l’immense 
majorité de celles qui relèvent de l’art de l’ingénieur. 

o. Échelles usuelles. — Les échelles les plus fréquemment 
employées dans les applications (*) sont les suivantes : 

i° Echelle métrique. — On a une telle échelle quand la fonc- 
lion J\z ) se réduit à z; ici les points que l’on obtient en faisant 
croître z par échelons égaux sont régulièrement espacés sur la droite 
portant cette échelle. 

Le type d’une telle échelle est fourni par la graduation du double- 
décimètre (fi g* 3 ); il est inutile d’y insister. 


Fig. 3 . 



La distance constante entre points dont la cote diffère d’une unité 
donne dans ce cas le module de l’échelle. . ' 

2° Échelle logarithmique. — C’est l’échelle de la fonction log^. 
L n exemple très courant en est fourni par la graduation de la règle à 
calcul ordinaire ( 2 ) (fi g- 4)* 

Sur cette graduation l’intervalle entre les points i et io est 



de i 25 mm , et les échelons sont de 0,02 de 1 à 2, de 0,00 de 2 à 5 , 
enfin de 0,1 de 5 à 10. 

Voici au surplus comment l’analyse de cette graduation peut être faite 
conformément au procédé qui se trouve résumé à la fin du n° 2. 

C 1 ) La construction de ces échelles s’effectue très rapidement lorsqu’on dispose 
de tables numériques, qui se rencontrent aujourd’hui dans un grand nombre de 
manuels, telles que : tables des carrés, des cubes, des racines carrées et cubiques, 
des inverses et des logarithmes des nombres; tables des lignes trigonométriques 
naturelles et de leurs logarithmes. 

( 2 ) La première échelle logarithmique semble avoir été construite par Gunter 
(1581-1626). Voir la brochure 0 . 8 , p. 56 . 
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Prenons 

Le module est donné par 


L = i 25 mm , m — o mm , 5 . 


d’où 


d’où 

et 


|j.(Iog 10 — log i ) = 125 ™™, 

[X = 125™"'. 

Pour déterminer nous avons l’équation 

i 25 [logi — log(i— i )3 = o, 5 , 

log(i — i) = —o,oo 4 = T ,996 

1 — i — 0,988, 
i — 0,012. 

Comparant cette quantité aux trois suivantes 

0,02, o,o 5 , o,r, 

nous voyons qu’ici il faut prendre 

ôj= 0,02 


et, par suite, 


0 2 = o,o 5 , 
0 3 = 0,1. 


Les valeurs ai, a 2 , a 3 sont alors données par les équations 

125 [log»! — ]og(a! — 0,02) ) =o, 5 , 
i 25 [loga 2 —log(or 2 —o,o 5 )]=o, 5 , 
i 25 [loga 3 — log («3—0,1 )] = o, 5 , 


ou 


ou encore 


ou enfin 


log 


a 1 


ai — o ,02 
a x 


log 


a? 


a 2 — o ,oj 
«2 


- = lo 


a 3 


«3—0,1 


0,004, 


«a 


a x —0,02 a 2 —0,03 a 3 — 0,1 


ï ,oi, 


«1 


a * 


«3 


1,01 


0,02 o, o 5 0,1 0,01 


101 ; 


d’où, pour les points de césure, en arrondissant comme il a été dit, 


«1 = 2, 
a 2 = 5 , 
«3= 10, 


Un autre modèle usuel de règle à calcul porte une échelle 
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logarithmique pour laquelle l’intervalle de i à 10 (fractionné en 
deux tronçons superposés sur la règle) a une longueur de i m . Sur 
cette règle l’échelon est de 0,002 de 1 à 2, de o,oo5 de 2 à 5, et 
de o, 01 de 5 à 10. 

11 est essentiel de remarquer que, si l'on prolonge l’échelle loga¬ 
rithmique au delà de 10, elle se reproduira de 10 à 100 avec la 
même longueur et les mêmes intervalles, mais ceux-ci correspondant 
à des échelons dix fois plus grands; de même de 100 à 1000 avec 
des échelons encore dix fois plus grands, et ainsi» de suite. En 
d autres termes, sur l’échelle de 1 à 10, d’abord construite, les 
unités peuvent être prises comme se rapportant à un ordre décimal 
quelconque, c’est-à-dire que le degré d’approximation relatif est 
constant. 

La justification de cette remarque résulte de ce que 

[J. log( 10" z) = \x(n -h log^), 

en sorte que, de io"“' à 1 o K , l’échelle est la même que de 1 à 10. Il 
suffît seulement de supposer l’origine rejetée à la distance np. de 
l’origine primitive dans le sens négatif. 

r / 

6 . Echelles dérivées. Etalons de graduation. — Lorsqu’on pos¬ 
sède une échelle de la fonction f(z), il est très facile de construire 
l’échelle de la nouvelle fonction ob tenue en y remplaçant z par une 
certaine fonction de z et, plus particulièrement, par pz + cp ce qui 
est le cas le plus ordinaire. 

La nouvelle échelle est alors dite dérivée de la première, et 
celle-ci prend le nom d’ étalon. Les échelles construites précédem¬ 
ment, si on les envisage à ce point de vue, seront donc appelées : 
étalon métrique , étalon logarithmique . 

Supposons, par exemple, qu’on ait à construire sur un axe 
l’échelle de la fonction log(/?^ -f- q). O11 part de la valeur z — a et 
I on commence à construire l’échelle avec un certain échelon G. 

Ayant appliqué l’étalon logarithmique le long de l’axe à graduer, 
on marque d abord un trait en face du point de l’étalon dont la cote 
est pa-\~q , puis, à partir de là, d’autres traits en face des points de 
cet étalon pris de /dJ en p§. Comme, en général, joG a une valeur 
simple telle que 0,1, 0,2, o, 5 , cette opération se fait très rapidement. 
Elle n’est, en toul cas, pas plus compliquée que celle qui consiste à 
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porter sur un axe la graduation pz-\-q au moyen de l’étalon 
métrique. 

On pourra même énoncer cette opération en disant tout simple¬ 
ment que Y on porte la graduation pz -f- q au moyen d’un étalon 
logarithmique. 

Tout dessinateur de nomogramme devant aujourd’hui avoir sous 
la main un étalon logarithmique (‘) aussi bien qu’un étalon métrique, 
on voit qu ’ au point de vue de la simplicité de la construction il 
sera indifférent d’adopter une solution comportant le tracé de 
l’échelle soit dej(z)-, soit de log/(5). On trouvera dans la suite de 
l’Ouvrage de nombreuses occasions d’appliquer cette remarque, 
l’emploi des échelles logarithmiques y étant très fréquent. 


r r 

7 . Echelles transformées. Echelles projectives. — On peut 
également déduire de l’échelle de f(z) les échelles des fonc¬ 
tions H [/(s)], R étant une fonction rationnelle, par application de 
transformations géométriques simples; les nouvelles échelles ainsi 
obtenues sont alors dites transformées de la première. 

L’exemple le plus simple qui puisse être donné d’une telle trans¬ 
formation est celui de l’échelle projective la plus générale de celle 
de f(z ), qui prend le nom d’échelle homographique lorsque f(z) 
se réduit à 


Fig. 5 . 



Lue telle échelle est définie par l’équation 


11X j ( 5 ) —1— Tl 

P J( Z ) C 1 


avec 


ô = mq — np o. 


( 1 ) La maison 7 avernier-Gravet a construit, d’après nos conseils, une règle 
a la fois, des étalons logarithmiques de modules respectivement égaux 

2 5cm 

2,)CI1 S i 2 cm ? 5 , — y qui répondent à tous les besoins pratiques. 


f or tant 

5ocni^ 
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On sait, et d’ailleurs il est immédiat de vérilîer, que le Fig-6. 


rapport anharmonique de quatre valeurs quelconques de F (z) 
est le même que celui des quatre valeurs correspondantes 
de /(z). Il s’ensuit que les ponctuelles constituées par les 
deux échelles sont projectives l’une de l’autre et, par suite, 
que, si les rayons déterminés par trQis couples de points cor¬ 
respondants passent par un même point P, il en est de même 
de tous les autres rayons analogues. 

Soient donc A', A", A"' trois points directement déter¬ 
minés de l’échelle de F(s), correspondant respectivement aux 
valeurs z', z\ z” de la variable {fig. 5 ). Sur un axe quel¬ 
conque passant par A' portons l’échelle de la fonction /(z) 
dont nous possédons l’étalon, de telle sorte que son point 
coté z' tombe en A', et soient B" et B" les points cotés z 
et z". Le point de rencontre P de A"B" et A'"B'" constitue dès 
lors le centre à partir duquel, pour la position envisagée, 
l’échelle de F(5) est effectivement projective de celle de f(z). 
Dès lors, le rayon issu de P qui passe par le point B coté z 
•sur la seconde donne sur la première le point'A coté avec la 
même valeur de -j. 

Soit, par exemple, à construire Y échelle segmentaire portée 
par le segment de droite A 0 A^, telle que le point coté z sur 

cette échelle soit le point A tel que = —5. Sur cette 

échelle le point coté o est en A 0 , le point coté 00 en A., le 
point A, coté 1 au milieu de AoA*,. Par A 0 faisons passer un 
axe quelconque sur lequel nous porterons une échelle mé¬ 
trique ayant son point coté o en A 0 , son point coté 1 en B,. 
Le centre P sera dans ce cas à la rencontre de la droite A, B, 
et de la parallèle à A 0 B, menée par A æ ; la projection de 
l’échelle métrique faite à partir de ce point P sur A 0 A,, fournit 
l’échelle segmentaire demandée (fig. 6). On remarquera que 
la construction générale conduit ici à celle même que donne¬ 
rait le simple emploi de la Géométrie élémentaire. 

/ 

8. Echelles isogrades. —- Nous avons supposé jusqu’ici 
que l’échelle était construite pour des valeurs de la variable 



croissant par échelons égaux. Cela conduit pour toute échelle autre 
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U 


qu’une échelle métrique, à des intervalles inégaux entre les points 
marqués. Rien n’empêche, si F on préfère avoir des points régu- 
Fig. 7. lièrement espacés, de satisfaire à cette condition en sacrifiant 


_ 1,00 

__ 1,04 

1,09 

- 1,15 

- L2Î 

_ 1,26 

_ 1.32 

_ 1.38 
_ 1,45 

.. 1,52 

_1,58 

- 1.66 

„ 1,74 


alors l’égalité des échelons. On obtient ainsi ce que nous 
appelons une échelle isogracle . 

Le principe de la construction d une telle échelle est bien 
simple. Partant de la valeur a , et s étant donné, outre le 
module p., l’intervalle constant i entre les points de division 
successifs, 011 détermine les cotes z\ z\ z\ . . . de ces points 
par les équations 


_ 1,82 

- L 91 

_ 2,00 

_ 2,09 

« 2.19 

_ 2.29 

_ 2,40 

2.52 

- 2.64 

_ 2,76 

_ 2,89 

- 3,02 
_ 3,16 

- . 3,33 

- 3,47 

_ 3,63 

- 3,81 

_ 3.99 

_ 4.17 

- 4,37 

_ 4,58 

- 4,79 


l - =/(-') -/(«)=/(-0 -/ O ') =/(•="')-/(=")■ 

i 

La détermination de z', z\ z'", ... se fera très aisément 
si l’on possède une table de la fonction f(z ). On n'aura qu'à 
relever les valeurs de l’argument correspondant à des valeurs 
de la fonction croissant en progression arithmétique. 

La ligure ~ donne l'échelle logarithmique isograde cons¬ 
truite de o à 10 avec u — i25 mm , i = 2""". 5 . 

Le défaut d’une telle disposition est d'exiger une eliiffraison 
complète, au lieu que, a\ec les échelles normales, comme 
nous l’avons indiqué dans la remarque liliale du n" 2, on peul 
n’inscrire des chiffres que de loin en loin, comme sur un 


525 double-décimètre. Nions en signalerons plus loin un avantage 

- 550 (n (> 27 , 2°). 

_ 5.76 V 7 1 

_ 6.03 

- 6,31 

- II. Équations à deux variables. 

_ 7.25 

- 7,59 

_ 7,95 Convenons tout d’abord d’une notation qui nous servira 
_ 8,7! uniformément dans toute la suite de cet. Ouvrage pour l ev- 
C 9,55 posé des principes et des méthodes in absti aeto. 

50 Les variables entrant dans une équation seront représentées 
par la lettre z affectée d'indices correspondants : 3,, j.,, .et 


les lettres désignant des fonctions de ces variables seront affectées 
des indices de toutes les variables dont dépendent ces fonctions; 
ainsi, y, désignera une fonction de la seule variable ; f .,. une fonc¬ 
tion de la seule variable ^ ; /, L >, une fonction des variables ”, et z >; 


une fonction des variables z t . z 3 , z :i : et ainsi de suite. 
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9 . Représentation par échelles accolées. — Cela posé, considérons 
une équation de la forme 

qui est très fréquente dans la pratique. 

Supposons construites, de part et d’autre d’un même axe et à 
partir de la même origine, les échelles 

x — 'xz-2 et x — \i.f\. 

Dès lors, deux valeurs de z y et de ^ se correspondant en vertu 
de l’équation précédente, seront inscrites en face d’un même point 
de l’axe supportant les deux échelles. Il suffira donc, étant donnée 
l’une d’elles, z, par exemple, de lire la valeur de z 2 correspon¬ 
dant, sur la seconde échelle , au point coté sur la première. 

Si z K a pour limites a t et b i: on construira l’échelle (^ t ) entre ces 
limites et l’échelle (z 2 ) entre les valeurs correspondantes a» et b 2 , 
données par 

* «a=/i(«i), ^2=fi(bi). 

Exemples : 

i" Nombre probable des écarts. — Si la fonction 0(£) est définie par 
l’égalité ( 1 ) 

r t 

©(£) — I e ~ u2 du, 

\/71 J o 

on sait que le nombre probable N, sur iooo, des écarts inférieurs, fen valeur 
absolue, à celui dont le rapport à l’écart probable est p, est donné par 

N = îooo 0(p). 

Prenant comme module \x — o""", 1 3 , on représentera cette formule en 
construisant sur un même axe les deux échelles 

x = o mm ,i 3 N et x — 13 o nim © ( p). 

On obtient ainsi, la figure 8, empruntée au Traité de nivellement de haute 
précision , de M. Lallemand ( 2 ). 

2 ° Dépression de l’horizon de la mer. — La formule qui fait connaître, 


( 1 ) On possède les tables de cette fonction. Voir notamment le Calcul des pro¬ 
babilités de J. Bertrand, p. 3 :>g. 

( 2 ) Page 227 du tirage à part de cet Ouvrage, extrait du Volume : Lever des 
plans et nivellement de Y Encyclopédie des Travaux publics (1889), et page 5-5 
de ce Volume. 
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en minutes, la dépression o de l’horizon de la mer en fonction de l’altitude h , 
en mètres, de l’oeil de l’observateur au-dessus du niveau de la mer, lorsqu’on 
tient compte de la réfraction, est 

o = i ,8385 \/Ti. 

Fig. 8. 

P N 
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et 


x =i4 mm ,7o8 ^h, 



t>n obtient la figure 9. empruntée au Mémoire de M. Favé sur les Éphémérides 
graphiques ( J ). . 

Lig. 9 - 



Les calculs nautiques s’effectuant encore à l’aide de la division sexagésimale 
du cercle, l’intervalle correspondant à chaque minute d’angle a été divisé en 
six parties égales, de sorte que l’échelle de la dépression est divisée de 10 
en 10 secondes. D’après ce que nous avons dit à propos de l’interpolation à 
vue (n° 4 ), un bon lecteur obtiendra donc sur cette échelle la dépression 
à 1 seconde près. 

Par exemple, pour h — r 5 m , il lira 0 = 7'7". 


Remarque. — Nous avons supposé les deux échelles portées sur le 
même axe, mais nous pouvons tout aussi bien les supposer portées 
sur deux axes parallèles, les points se correspondant de l’un à 
l’autre sur des perpendiculaires à leur direction commune, qu’on 
pourra mener par les points de division de l’une des deux échelles, 
(3 2) par exemple. 


10 . Iaversion des échelles. — Reprenant l’équation 

z î=fi, 

supposons qu’on la résolve par rapport à 51. Elle devient alors 

z \ —fa 

Les fonctions f t et f 2 sont dites inverses l’une de l’autre. 

On pourrait représenter l’équation mise sous cette nouvelle forme 
ainsi qu’on l’a fait précédemment, mais si la première représentation 
a déjà été effectuée, l’établissement de la seconde est immédiat. Il 
su ffït, en effet, après avoir disposé le long d’un axe une échelle 


( l ) Annales hydrographiques ; 1894. 


d’ocagne 


2 



ï8 


CHAPITRE I. 


métrique z t , 
pondantes de 


d'inscrire de l’autre côté de l’axe les valeurs corres- 
z. 2 . relevées sur les premières échelles accolées. 


Fig. io. 


P N 



Les échelles qui accompagnent l’échelle métrique sut l'une et sur 
l'autre représentation sont dites, comme les fonctions correspon¬ 
dantes, inverses l’une de l’autre. 
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l’ar exemple, si l’on opère ainsi l’inversion de l’échelle de la 
figure 8, on obtient celle de la figure io, qui se rencontre dans le 
Coitrs d‘Artillerie du commandant Jouffret ( 1 ). 

11 . A ccolement de deux échelles fonctionnelles. — L’équation 
entre ", et ; 2 peut encore être mise sous la forme 

/i 

soit qu'on ne puisse, par les procédés de l’Algèbre élémentaire, dégager 
du signe fonctionnel ni ni z 2l soit qu’on ait intérêt à adopter pour 
1 une des variables une échelle spéciale. 11 arrivera notamment 
que, en vue d’avoir pour l’une des variables Line approximation 
relative constante, on la représentera par une échelle logarithmique. 

La représentation, dans cette hypothèse, s’obtient tout aussi faci¬ 
lement. Il suffit de construire, de part et d’autre d’un même axe, les 
échelles définies par 

x = [J. fi et x — [J. fi. 

Voici, à titre d exemple, la représentation de 1 équation 

tanga, = sin a 2 , 

obtenue par M. Lallemand avec ut. = o m , i {fig. n). 

Si. l’équation étant mise sous la forme 

(0 -i =A 

on adopte pour la variable z { l’échelle 

(•>) X = çpi, 

1 échelle de la variable z 2 s’obtiendra par l’élimination de z { entre 
les équations (il et ( 2 ), ce qui donnera 

x — cp 2 . 

Si l’élimination peut se faire sous celte forme explicite, on est 

(*) Cours (l'Artillerie : Les Projectiles , p. 118. (Fontainebleau, 1881.) Le com¬ 
mandant Jouffret considérant non pas la valeur absolue des écarts, mais ces écarts 
eux-mêmes pris avec leur signe, l’échelle se reproduit symétriquement de part et 
d’autre du zéro, les cotes de l’échelle du nombre probable des coups étant réduites 
de moitié. - 
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ramené au cas précédent. Sinon, après avoir construit l’échelle 
(*i)î on calcule les valeurs de z< qui, en vertu de l’équation (i), 
correspondent à un certain nombre de valeurs de z 2 et, en face des 
points ainsi obtenus sur l’échelle (3,), on inscrit ces valeurs de z z . 

Fig. 11. 



On obtient de cette façon l’échelle (z 2 ) sans avoir eu à effectuer 
l’élimination algébrique destinée à faire connaître l’équation ( 3 ). 

Exemple : Erreur probable d'une nivelée. — Dans la détermination de 
l'erreur accidentelle probable d’une nivelée par diagrammes anamorphosés, 
l’abscisse X et l’ordonnée Y, à l’origine, de la droite de répartition, sont 
données, en décimillimètres, par les formules 





(1) 

(») 
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en fonction de l’erreur probable rj, qui est représentée par une échelle loga¬ 
rithmique. 

La représentation de l’équation (2) s’obtient immédiatement, p étant le 
module, au moyen des formules 

a?'= p logT), x = plog (665 — log Y). 

En prenant p = n cm , on obtient ainsi l’échelle de gauche de la figure 12 (!), 
Pour construire directement l’échelle (X) de l’équation (1), il faudrait, 
après avoir éliminé r t entre cette équation et l’équation 

x = u logr,, 

ce qui donne 

X = 6,44 X ioV-^/ 2,823 — ^ , 

tirer de là x sous forme explicite, ce qui ne se peut pas. On est donc obligé 
de procéder comme il vient d’être dit, c’est-àrdire de calculer les valeurs de X 
pour un certain nombre de valeurs de tq et de marquer les points corres- 


Fig. 12. 



pondants en se servant de l’échelle de r ; . On obtient ainsi l’échelle de droite 
de la figure 12. 

Remarque. — Nous avons supposé jusqu’ici que les échelles 


(') Cette figure repi'oduit la figure 77 du Traité de nivellement de haute préci¬ 
sion de M. Lallemand. 







CHAPITRE I. 


xx 

étaient toujours construites sur des droites. G est en effet ce qu il v a 
de plus simple; mais rien, le cas échéant. 11e s’opposerait à ce qu’elle- 
tussent disposées le long d’une courbe, si, par exemple, les valeurs 
de l’une des variables provenaient d’une première représentation où 
cette variable serait nécessairement représentée par des points cotés 
distribués sur une certaine courbe. 

* 

12. Représentation cartésienne métrique. On peut affecter à 
chacune des deux variables une échelle métrique en établissant le 
lien entre points correspondants par l’intermédiaire d’une courbe, 
selon la méthode cartésienne. 

Imaginons que l'on porte sur deux axes rectangulaires Oæ et 
les échelles 

x=[XiZ 1 et 

et que, par les points de division marqués sur chacun de ces axes, on 
leur élève des perpendiculaires. 

Si les valeurs j-, et z< satisfont ensemble à l’équation 

(l> F,2==0. 

les perpendiculaires élevées aux axes correspondants par les points 
cotés z t et Z‘> se coupent en un certain point. Les points répondant 
ainsi aux divers couples de valeurs^, et satisfaisant à l’équation (i ) 
sont distribués sur une certaine courbe G qui, rapportée aux axes Ox 
et O}', a pour équation 

F 2 , — ) = o. 

\f*i v-i' 

Les divers points de la courbe G, déterminés individuellement, 
sont facilement marqués sur le plan, grâce au quadrillage ci-contre 
défini, et l’on voit que la courbe G obtenue par jonction de tous ces 
points au moyen d’un trait continu suffit à constituer une représen¬ 
tation de l’équation (i). 

si r on se donne l’une des variables. ~, par exemple, on n’a qu’à 
prendre le point où la courbe G est rencontrée par la perpendiculaire 
, à O.r passant par le point de cet axe coté et à lire la cote z 2 du 
pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur O j. 

Il ne sera d’ailleurs pas nécessaire de tracer ces perpendiculaires. 
Si. par hasard, elles coïncident avec deux des droites du quadrillage, 



REPRÉSENTATION DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES. 


2 $ 


cela va de soi. S’il n’en est pas ainsi, on peut, par la pensée, les 
intercaler entre celles-ci, effectuant de la sorte sur le quadrillage une 
interpolation à vue, analogue à celle dont nous avons déjà parlé (n° 4 ) 
à propos des simples échelles. 

La figure i 3 donne une telle représentation pour l’équation 

N = 1000 0 (p) 



déjà envisagée au n° 9 , établie avec les modules u., = i cm pour O a?, 
p. 2 — o c,n ,oo4 pour Or. 

Remarque. — Si la variable s t a pour Limâtes les valeurs et b f r 
il n’j a lieu de tracer la courbe C qu’entre les perpendiculaires à Ox 
correspondant aux points x = et x =•■{*■» b*... Les perpendicu¬ 
laires abaissées sur Oy des extrémités de cet arc de courbe déter¬ 
minent les limites correspondantes a 2 et b^ de la variable 
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13 - Empl oi d’un transparent. — Pour éviter à la fois le tracé 
d’un système de droites parallèles et la nécessité d’effectuer, le cas 
échéant, une interpolation à vue entre ces droites, il est tout naturel 
d’avoir recours à une droite tracée sur un transparent mobile, mais 
convenablement orienté, qu’on fera glisser sur le tableau. 

Selon le cas, on se servira de cet artifice pour l’un des deux ou 
pour les deux systèmes de droites parallèles constituant le quadrillage 
défini au numéro précédent. 

Dans les deux cas, le transparent portera deux axes rectangulaires 
qui seront dits ses index. Si l’on fait glisser l’un d’eux le long de 
l’axe O^, les diverses positions de l’autre suppléeront aux perpen- 


Fig. 14. 



diculaires à cet axe non tracées. On en trouvera un exemple plus loin 
(n° 22 ; 3 °). 

Si, en maintenant ses index respectivement parallèles aux axes 
O z et Oy, on déplace le transparent de façon que son centre (point 
de rencontre des index) reste sur la courbe G, on voit que, pour 
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chacune de ces positions, les cotes des points où les index coupe¬ 
ront les échelles des axes fourniront un système de valeurs corres¬ 
pondantes. 

Pour maintenir l’orientation du transparent, on peut tracer sur 
le tableau une série de parallèles à la direction de l’un des axes, 
laissant entre elles des intervalles égaux assez petits, 5 mni par 
exemple. L’index du transparent parallèle à l’axe considéré tombera 
entre deux de ces parallèles, et l’on sait que l’œil apprécie très exac¬ 
tement le parallélisme de deux droites peu écartées l’une de 
l’autre. 

On peut aussi constituer le transparent au moyen d’une matière 
rigide et mince (verre, corne, celluloïd, etc.) ayant deux bords 
rigoureusement parallèles aux deux index. Dans ce cas, après avoir 
mis l’index I 2 en coïncidence avec Ox, de façon que le centre du 
transparent se trouve au point coté on applique une règle contre 
le bord du transparent parallèle à I ( et l’on fait glisser ce transparent 
le long de cette règle jusqu’à ce que son centre soit venu sur la 
courbe C. L’index I 2 rencontre alors l’axe Oy en un point dont la 
cote fait connaître z 2 . 

La figure 1 4 reproduit la représentation de la figure i 3 , modifiée 
comme il vient d’être dit. La position du transparent, correspondant 
à l’exemple numérique p = i, 3 , N = 620, est indiquée en pointillé. 

14 . Emploi d'une échelle mobile. — Supposons que, dans le 
mouvement qui vient d’être décrit, le transparent entraîne l’axe 0.r. 
On voit alors que l’on devra l’arrêter dans une position telle que le 
point de l’axe O x coté z, se trouve sur la courbe C. Gela suggère 
l’idée de cette autre disposition. 

On ne laisse subsister sur le tableau que l’axe Oy, avec sa gradua¬ 
tion, et la courbe C, et on le complète par un transparent portant 
deux axes, l’un O ' y' 1 non gradué, destiné à diriger les mouvements 
du transparent en glissant le long de Oy, l’autre, O'#', perpendi¬ 
culaire au premier, portant la graduation (s,) précédemment mar¬ 
quée sur Ox. 

Le mode d’emploi du tableau est alors le suivant : 

On fait glisser le transparent en maintenant O'y' en coïnci¬ 
dence avec O y jusqu'à ce que le point z t de l'axe O'x sé trouve sur 
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la courbe G. La cote du point de O y avec lequel coïncide O' est 
alors égale à z 2 . 


On pourrait évidemment rendre mobile l’axe O y au lieu de Ox. 
La figure i5 montre ce que devient, avec cette nouvelle disposi- 


(N 


Fig. i5. 
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tion, la représentation donnée par la figure 14 * H ne faut pas perdre 
de vue, en examinant cette figure, que l’axe O ’æ est lié à un axe O ' y 
qu’on peut faire glisser le long de Oy. 


15. Anamorphose. — Nous avons supposé les variables z { et z 2 
représentées respectivement sur les axes Ox et O y par des échelles 
métriques. C’est évidemment ce qui est le plus simple; mais on peut, 
dans certains cas particuliers, être amené à adopter d’autres échelles. 
Il n’j aurait alors rien à changer à ce qui précède; on aurait encore 
recours à la courbe lieu du point de rencontre des perpendiculaires 
aux axes O x et Oy, élevées par les points cotés z, et z 2 ; seulement 
cette courbe ne serait pas la même que dans le cas précédent. 
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O11 peut, en particulier, toujours substituer une droite à la courbe 



qui serait construite au moyen de deux échelles métriques en trans¬ 
formant convenablement une de ces échelles. 



Soit, par exemple ( Jig. 16), OP la courbe obtenue avec des 
échelles métriques portées sur O x et O y. Les points A, et A 2 res- 
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pectivement cotés z, cl z 2 correspondent au point M de la courbe OP. 
Pour substituer à la courbe OMP la droite OM P, choisie d’ailleurs 
au hasard, il suffit de modifier l’échelle portée sur Ox en transpor¬ 
tant la cote z i: d’abord inscrite à côté du point A t , au point A' 
obtenu en prolongeant la perpendiculaire A 2 M à O y jusqu’en son 



point de rencontre M'avec la droite OP et abaissant du point P la 
perpendiculaire M A' sur Ox. 

Cette transformation, qui substitue la droi te OM P à la courbe OMP, 
est ce que Lalanne a appelé une anamorphose géométrique , ainsi 
qu’on le verra plus loin (n° 23 ). ' 

Appliquée à la figure r 3 , l’anamorphose donne la ligure i-. 
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Voici un autre exemple emprunté à la Pratique du calcul des 
planchers du capitaine du Génie Grison ( ') : 

Ce tableau, reproduit par la figure 18, fait connaître la valeur de 

? 

q = />* 

en fonction de celle de p 1 pour p variant de 5 oo à 2000. 


(') Brochure autographiée à l’École du Génie de Grenoble (1891). Le tableau du 
capitaine Grison s’étend en réalité de p = 5 o à p = 2000. 
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REPRÉSENTATION PAR LIGNES CONCOURANTES 
DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. 


I. — Abaques cartésiens. 

16. Abaques cartésiens ci trois variables ( j ). — Soit à cons¬ 
truire un diagramme coté pour l’équation 

<0 Fl23=0. 

L idée qui se présente tout d’abord à l’esprit est celle-ci : donnons 
à l’une des variables, de préférence à celle qui sera le plus généra¬ 
lement calculée en fonction des deux autres ( 2 ), z 3 , par exemple, 


O) Il semble bien que ce soit Pouchet qui, dans son Arithmétique linéaire (1790), 
ait tenté le premier de faire systématiquement usage d’un abaque cartésien. La 
même idée se rencontre pourtant déjà dans les Longitud Tables et H or ary Tables 
de Margetts, publiés à Londres en 1791; on la retrouve ensuite dans les travaux de 
d’Obenheim, officier du Génie ( Balistique , 181/}; Mémoire sur la planchette du 
■canonnier , 1818); de Piobert, officier d’Artillerie {Mémorial de V Artillerie, 1826); de 
Bellencontre, également officier d’Artillerie ( Mémorial de T Artillerie, i83o) ; d’Allix, 
ingénieur de la Marine ( Nouveau système de tarifs, 1840). C’est Terquem qui fit 
remarquer, à propos des publications de d’Obenheim et de Bellencontre ( Mémorial 
de T Artillerie, i83o), la généralité de ce mode de représentation des équations à 
trois variables, en 1 assimilant à celui des surfaces topographiques au moyen de la 
projection de leurs courbes de niveau, dont les inventeurs furent Philippe Buache 
{Essai de Géographie physique dans les Mémoires de l'Académie des Sciences 
pour 1752), Ducarla {Expression des nivellements, 1782) et Dupain-Triel {Méthode 
nouvelle de nivellement, 1804). D’après M. Favaro, l’emploi des courbes de niveau, 
dans certains cas particuliers, se rencontre chez divers auteurs plus anciens : Bas- 
pantin {Astronomique Discours, 1557); le P. Jean-François {Art du fontainier, 
i665 ). 

( 2 ) Bien qu’un nomogramme a trois variables permette, en général, indifférem¬ 
ment le calcul d’une des variables en fonction des deux autres, il convient, princi¬ 
palement pour la limitation du tableau, de distinguer celles que l’on a le plus 
habituellement à considérer comme indépendantes. Dans la pratique, ce choix n'est 
pas douteux, attendu que, dans la plupart des formules représentées, c’est toujours 
la même variable qui est prise pour inconnue. 
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une valeur déterminée. Nous avons alors une équation entre les deux 
variables z t et z 2 , que nous pourrons représenter, ainsi que cela a 
été indiqué au n* 12, au moyen d’une courbe tracée sur le quadrillage 
défini par les formules 

( -Si ) x — uj z i, 

( z i) y = i j - 2 - 2 , 

p.j et u 2 étant des modules choisis en vue de la meilleure disposi¬ 
tion. 

L’équation de cette courbe sera 






o. 


Cette courbe, le long de laquelle l’élément z 3 conserve une même 
valeur, a été dite par Lalanne une courbe d'égal élément, puis par 
Fauteur allemand Vogler une courbe isoplèthe (-toç, égal; toayjÔoç, 
quantité). Ce dernier terme a été depuis lors adopté par Lalanne. 
Nous dirons tout simplement une courbe cotée. 

Construisons de même les courbes répondant à une série de valeurs 
de z% , croissant par échelons réguliers, en ayant soin d 'inscrire à 
côté de chacune d'elles la valeur de z :i correspondante . 

Remarquons d ailleurs qu il suffira de tracer la portion de chaque 
courbe comprise à l’intérieur du rectangle formé par les perpendicu¬ 
laires élevées respectivement à Ox et à O y par les points correspon¬ 
dant aux valeurs limites a, et b, de a 2 et b 2 de ^ 2 , qui sont des 
données de la question, puisque nous avons supposé que z t et que z 2 
étaient les variables indépendantes. 

Nous obtenons donc, à l’intérieur d ? un rectangle quadrillé ( fîg . iq), 
un système de courbes cotées qui nous fournit la représentation 
demandée dans les limites admises pour les variables indépendantes. 
Ce rectangle quadrillé figurant une sorte de damier (en grec, aêsc;), 
Lalanne a donné à ce genre de diagramme le nom d 'abaque ( '). 

baisant une fois pour toutes la convention de désigner par les 
termes d’ horizontale et de verticale les parallèles respectives à O x 
et à Oy, nous pourrons énoncer le mode d’emploi d’un tel abaque, 


O Voir le cinquième renvoi de l'Introduction. 
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en vue d’obtenir la valeur de z 3 lorsqu’on s’est donné z t et z 2 de la 
manière suivante : lire la cote z 3 de la courbe passant par le 
point de rencontre de la verticale cotée z t et de l’horizontale 
cotée z 2 . . 

Par exemple, sur la figure 19, pour z t = 2, z 2 = 5 , on a z 3 = \. 


Fig- 1 9• 



0 183453789 


(3.) 

il va sans dire que cette lecture suppose, le Cas échéant, le secours 
d’une interpolation à vue. Par exemple, sur la figure 19, pour — 4 ?ù? 
z 2 = 2 , 5 , on lirait z 3 = 3,5. 

Nous avons admis que l’équation considérée servait de préférence 
à calculer z ;{ en fonction de et z 2 , mais on voit immédiatement 
que l’abaque permet tout aussi bien d’obtenir z K ou z 2 lorsque l’autre 
de ces deux variables est donnée ainsi que z 3 . 

Par exemple, z 2 et z 3 étant donnés, on aura Z\ en lisant la cote 
de la verticale passan t par le point de rencontre de Vhorizontale 
cotée z 2 et de la courbe cotée z 3 . 

Les abaques ainsi constitués, dérivant directement de l’application 
des ‘coordonnées cartésiennes, sont dits abaques cartésiens. Ter- 
quem a remarqué qu’ils peuvent être considérés comme fournissant 
la représentation par courbes de niveau de la surface définie par 
l’équation (1) où z {1 z 2 et z 3 sont prises pour des coordonnées carté¬ 
siennes de l’espace. 

Remarque. — Les courbes (s 3 ) ont une enveloppe dont l’équation 
s’obtient, comme on sait, en éliminant z 3 entre l’équation (z 3 )' et sa 
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dérivée par rapport às 3 

d _ / x y \ 

-T— Fj2î ( - y —> Z 3 ) — 0. 

àz-i \ IM [J-2 } 

S 

Mais il sera généralement superflu de déterminer cette enveloppe 
d’ailleurs bien souvent extérieure à la partie utile de l’abaque, limitée 
à l’aire du rectangle ci-dessus défini. 

17. Rattachement au principe des échelles accolées. — A simple titre de 
curiosité, nous ferons remarquer que le principe,de la représentation des 
équations à trois variables, obtenu ci-dessus par la voie la plus naturelle, 
peut également se dégager du mode de représentation des équations à deux 
variables, exposé au n° 9, lorsqu’on tient compte de la remarque qui termine 
ce numéro. 

Donnant à z x dans l’équation (r) du numéro précédent une valeur par¬ 
ticulière nous avons à représenter une équation entre les deux variables z a 
et z 3 

(0 FO?, z 2 , z 3 ) — o. 

Pour cela, portons respectivement, sur l’axe O y et sur la parallèle à cet 
axe dont l’abscisse est 

(' 2 ) X = H { z\, 

les graduations (z 2 ) et (z 3 ) définies par 

( 3 ) y = [XiZî 

# 

et 

(4) r = ?( s s, s'î), 

cette dernière équation étant celle qu’on obtient en explicitant par rapport à y 
l’équation , 

( 4 ’) "• 

Lorsque nous donnerons à z^ d’autres valeurs, la graduation de O y ne 
variera pas et nous aurons de nouvelles graduations sur d’autres verticales, 
en vertu des équations (a) et (4). 

Nous pourrons joindre par une même courbe tous les points qui, sur ces 
verticales, correspondent à une même valeur de z 3 , valeur qui servira de cote 
à celte courbe. 

L’équation d’une telle courbe s’obtient par l’élimination de z% entre ( 2 ) 

D ? OC AG NE 


3 



o4 
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et (4) ou, ce qui revient au môme, entre ( 2 ) et (4 )• Elle est donc 


F 


x V 

— » — ■> -«3 

l J -i 


o. 


On voit qu’on retrouve bien ainsi les courbes précédentes, lise rencontrera 
d’ailleurs des cas où l’on aura avantage, pour la construction de l’abaque, à 
suivre la inarche résultant de ce mode d’exposition (*). 


18 . Emploi d'un transparent ou d'une échelle mobile. — O11 
pourra ici encore recourir à l’emploi d’un transparent tel qu’il a été 
décrit au n° 13 . 

Le mode d’emploi de l’abaque sera alors le suivant (fig. 20) : 


Fig. 20 . 



Le transparent étant orienté , faire passer les index I* et I 2 res¬ 
pectivement par les points cotés z { et z 2 sur Ox et O y ; la cote de 
la courbe sur laquelle se trouve alors le centre clu transparent 
fait connaître z s . 

Par exemple, sur la figure 20, pour z K — 10, z 2 = 8 , 011 a z 3 = 5 . 

On pourra aussi, comme cela a été indiqué au n° 14 , permettre à l’u-n 
des axes Ox ou O y, le second par exemple, de glisser sur lui-même. 
Dans ce cas, le mode d emploi devient le suivant (Jig■ 20 bis) : 

On amène Vorigine O' de l'axe mobile O'y' au point z- s de 


(’) On en retrouvera un exemple au n" 7 de 0.60 à propos de l’abaque des écarts 
probables du tir sur terrain incliné, construit par le lieutenant d’artillerie Jean 
Aubert (aujourd’hui ingénieur des Ponts et Chaussées). 
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l'axe Ox. Le point z> de V axe O 'y tombe alors sur une courbe 
dont la cote fait connaître z 3 . 


Fig. 20 bis. 



Sur la figure 21, pour z, = 10, z<> = 4 ? on a s s = 3 . 


19. Exemples. — Les exemples d’application de cette méthode sont extrê¬ 
mement nombreux. Ils comprennent notamment tous les tableaux graphiques 
construits depuis les premiers essais de Pouchet jusqu’aux travaux de Lalanne, 
dont quelques-uns ont été cités dans le premier renvoi du n° 16. 

Nous signalerons ici le tableau de multiplication de Pouchet, et l’abaque 
construit par MM. Favé et Rollet de l’isle pour les problèmes du point à la 
mer ( 1 ). 


i° Premier type d’abaque de multiplication. 
traduit par l’équation 


Z X Z. 2 — Z 3= O. 


La multiplication se 


( 1 ) Il est essentiel de remarquer que la méthode s’applique sans nulle difficulté 
lorsque les trois variables sont liées par une loi qui n’est connue qu’empiriquement. 
En effet, à chaque couple de valeurs de deux des variables z t et z v prises comme 
indépendantes, correspond le point du quadrillage situé au croisement de la verti¬ 
cale (z l ) et de l’horizontale (^ 2 ); Supposons que nous inscrivions en ce point la 
valeur correspondante de z 3 . Nous n’aurons plus ensuite qu’à joindre, par une ligne 
continue, tous les points répondant à une même valeur de z 3 pour avoir la courbe 
cotée ( z 3 ), de même qu’en unissant sur un plan topographique les points de même 
cote par un trait continu on obtient ses courbes de niveau. 

Les applications de cette méthode sont très fréquentes. On trouvera quelques 
détails, à ce sujet, dans le Calcul graphique de Favaro (traduction Terrier, p. 1 54 
et suiv.) et dans l’important Ouvrage que Marey a consacré à la Méthode gra¬ 
phique dans les Sciences expérimentales (I re Partie, Ghap. V). Voir aussi l’exemple 
cité dans le renvoi précédent. 
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Voici comment les équations (i) et (2) 'permettent de résoudre les cinq 
premier cas (*) 


i er cas : 

Pour 


a, 

«1 = 

b, 

on a 

a 2 == c, 

a 4 s= B, 


» 

«1 = 


a 2 = 

b, 

» 

a 4 = 

G, 

2 e cas : 

» 

*1 = 

b, 

a 2 == 

c, 

)> 

a 3 =s a , 

a 4 = B, 


» 

x i = 

c, 

a 2 s= 

b. , 

)> 

34 = 

G, 

3 e cas : 

» 

a 3 = 

a, 

- a 4 = 

B, 

» 

«t = b , 

a 2 = c, 


» 

«1 == 

c, 

a 2 — 

b , 

» 

a 4 = 

G, 

4 e cas : 

» 

*1 = 


a 4 =E 

B, 

» 

a 3 = a, 

a 2 = c i 


)> 

a i = 

C, 

a 2 == 

b, 

» 

a 4 = 

G, 

5 e cas : 

» 

a 2 = 

b , 

a 4 = 

G, 

» 

«3 = a, 

at= c, 


» 

a 2 == 

b, 

a 2 = 

c, 

)> 

^,4 = 

B. 


Il suffit donc de superposer, sur un même quadrillage, les abaques des équa¬ 
tions (1) et (2) pour pouvoir résoudre à vue, au moyen du tableau à quatre 
systèmes de lignes cotées ainsi obtenu, les cinq cas indiqués ci-dessus. 

En prenant tout simplement pour lignes cotées (a,) et (a 2 ) 

( a 0 J y = [ixi, 

(«2) x — pa 2 , 


ce qui donne 
( a s) 


K) 


cos — cos — = cosa-î, 

pp 

\ ■ 

Y oc 

cot — sin - = cota 4 , 

p p 


on obtient l’abaque de la figure 22, construit par MM. Favé et Rollet de l’Isle, 
ingénieurs hydrographes, en vue de l’application suivante ( â ) : 

Dans la détermination du point à la mer par la hauteur des astres, on a à 
résoudre le triangle pôle-zénith-astre PZE ( fig . 22 bis ) connaissant la distance 
polaire PE = 0, la colatitude PZ = X et l’angle horaire ZPE = Æ. Il s’agit 
d’obtenir la distance zénithale ZE = z et l’azimut BZE = A, ou son supplé¬ 
ment PZE ( 8 ). 

On peut, pour effectuer cette résolution, appliquer le procédé de Towson, 
qui a déjà donné lieu aux tables de Lord Kelvin (Sir William Thomson) et 
qui consiste a mener par le point E le grand cercle EB normal au méri¬ 
dien PZ. 


( 1 ) On trouvera plus loin ( n os 103 et 115) des nomogrammes permettant de 
résoudre tous les cas possibles relatifs aux triangles sphériques quelconques. 

( 2 ) Annales hydrographiques , 1892. 

( 3 ) C’est cet angle que, dans leur Mémoire, MM. Favé et Rollet de l’Isle repré¬ 
sentent par A z. 
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et nous devons calculer z et A. C’est ici le deuxième cas de résolution et le 
même tableau nous montre que pour 


ct\ — n , a 2 = m — X, 

l’abaque donne 

a 3 = z, a 5 = A. 



En résumé, remploi de l’abaque pour obtenir z et A, connaissant 0, iH et ), 
sera le suivant : 

Ayant pris le point cle rencontre des courbes a 3 = 0, et x v = M., on suit 
l’horizontale de ce point , jusqu’au point dont la distance au premier , 
comptée sur cette horizontale , est égale ci X. Les deux courbes passant 
par ce nouveau point donnent oc 3 — z et a; = A. 

En prenant sur les axes O a? et Oj / des échel les de 2 mm pour 10', et, traçant 
les courbes de 10' en 10', on obtient, facilement l’approximation de la minute 
qui suffit pour les besoins de la navigation. La figure 22 ter reproduit, à gran¬ 
deur d’exécution, un fragment de io° carrés de l'abaque de MM. Favé et 
Rollet de l’Isle. L’interpolation parallèlement aux' axes s’opère au moyen d’un 
transparent sur lequel un carré de i° de côté est subdivisé en carrés de io r de 
côté. 

Pour les différents usages auxquels cet abaque peut se prêter pour les 
besoins de la navigation, nous renvoyons au Mémoire des auteurs où la ques¬ 
tion est traitée dans les plus grands détails. 

20 . Superposition des graduations ; multiplicateurs correspondants. — 
Supposons qu’une équation entre les trois variables z%, z 2 , z 3 soit telle que, 
si l’on a 


F(zi, z a , z 3 ) = o, 



4-o 
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on ait aussi, quelle que soit la solution (z u z 2 , z$), 

..ï r (/i,/2,/ 3 ) = o, 


f i, fi et/*3 étant des fonctions connues respectivement de Z\, z 2 et z%. 

Fig. 22 ter. 



Dans ces conditions, l’abaque, construit entre certaines limites, permettra de 
résoudre encore l’équation proposée pour des valeurs prises en dehors de ces 
limites. A ^ 

Supposons, en effet, que l’abaque ait été construit avec les limites a\ et 
pour z i, a 2 et b 2 pour z 2 , a% et b à pour z :} . A côté de chaque valeur de z t , z 2 
et z 3 comprise entre ces limites, nous pourrons inscrire respectivement la 
valeur de fi, de f 2 et de / 3 , en doublant ainsi chacune des lignes de gradua- 
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tion. Dès lors, si nous prenons pour z x et z . 2 des valeurs respectivement 
comprises entre f\(a x ) et /i(6|), et entre/ 2 (<z 2 ) et / 2 (è 2 ), nous voyons que 
l’abaque nous fournira la Valeur correspondante de z 3 , à la condition que 
nous fassions usage, pour les éléments, droites et courbes, qui le constituent, 
des cotes inscrites dans les secondes lignes de graduation. 

Il suffit que les limites primitives soient telles que les amplitudes de varia¬ 
tion s’étendant de a t à b t et de f i (a l ) à fi(b t ) d’une part, de a 2 et b 2 , et 
de/ 2 (a 2 ) à/ 2 (6 2 ) de l’autre, aient une partie commune pour qu’il n’y ait pas 
de lacune dans le champ de variation auquel l’abaque est applicable. 

C’est en cela que consiste le principe de la superposition des graduations. 
Après avoir construit- l’abaque, on peut, sans rien changer aux droites et 
aux courbes tracées, superposer aux graduations primitives de nouvelles gra¬ 
duations s’en déduisant suivant des lois connues et fournissant encore des solu¬ 
tions de la même équation. 

Il pourra arriver que les fonctions / t , / 2 , / 3 , ou certaines d’entre elles, 
soient assez simples pour que le calcul de leur valeur se fasse immédiatement 
de tête. Ce sera le cas, par exemple, si ces fonctions se réduisent au produit 
des variables z x , z 2 , z 3 par des facteurs simples comme 2, 5, fo ou une puis¬ 
sance de to. Lorsque cette circonstance se produira, il sera évidemment inutile 
d inscrire sur l’abaque la seconde graduation qu’une opération mentale per¬ 
mettra de déduire immédiatement de la première. 

Ces facteurs respectifs dits multiplicateurs correspondants sont à envi¬ 
sager surtout sous les deux formes suivantes : 

i° Si 1 on multiplie deux des variables z x et z . 2 par des facteurs quel¬ 
conques Ai et X 2 , il pourra arriver que la nouvelle valeur z' s de la troisième 
variable puisse se déduire de sa valeur z 3 correspondant à z x et z 2 . 

Cela aura lieu lorsque l’on aura 

(0 *3 = A(*ï‘*Z0, 

A étant une fonction quelconque, n x et n 2 des constantes quelconques. On 

voit, en effet, que 1 on a, dans ce cas, en représentant par V la fonction inverse 
de A, 

(’O . J *i = A(Xï*X;»V(a a )). 

Le cas le plus simple est celui où l’on a 1 - 

(ibis) z s =kz^z^, 

parce qu’alors (a) devient 

(*t>is) *' s =X 7 *xï»* 3 . 

Autrement dit, si le système de valeurs (z x , z^, z 3 ) satisfait à Véqua¬ 
tion (1 bis), il en est de même du système (X^, X 2 s 2 , X'^Xg*^). 
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l U 1% e * X " 1 Xg 2 constituent alors des multiplicateurs correspondants. pour 
des variables Z\. z 2 et z 3 . 

En prenant pour X t et X 2 des valeurs simples, telles que 10 et ses puissances, 
par exemple, on voit que les nouvelles valeurs de z t , z z se déduiront de 
celles inscrites sur l’abaque, par une simple opération mentale, sans difficulté 


aucune. 


a° Supposons maintenant que les facteurs par lesquels on multiple z i et z 2 , 
au lieu d’être indépendants l’un de l’autre, soient A et A™, m étant une- 


constante 


La circonstance indiquer se présentera dans ce cas lorsqu'on aura 


:j - A \ Zi y\z 


A et/ étant des fonctions quelconques. Ou voit, en effet, que. dans ce cas. 

( 4 ) « 3 = A( X V(æ 3 ) ). 

L’équation ( 3 ) pourra encore s’écrire 


M z ï/(44))) 


le nombre m étant al or 


Dans ce cas f 1 ). on aiir; 


A( X» \(z s ) 


Si, par exemple, l’équation est de la forme 


h-> z 2 z n p 


h z z z z n ù 


s eciu rr 


-1 _ ( /, - s 


et rentre bien ainsi dans le tvpe ( 3 ’). Alors 


m = — n> . 


f 1 ) Il ne faudrait pas croire que, sous cette forme, l’equation fût plus générale que 
sous la précédente. Il suffit, en effet, de poser 


A(r) = 


/ iO) ; 




(=..r=)). 


pour qu’elle devienne 
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et la formule ( 4 ') donne 


Autrement dit, si le système (z u .z 2 , z ?i ) satisfait à Véquation ( 5 ), il en 
est de meme du système {\z x . }- n *z 2 , X-« 3 zf. 

C’est-à-dire que. dans ce cas. les variables z ly z 2 et z> admettent les mul¬ 
tiplicateurs correspondants À. X-'O, \~ n z (i). 

Considérons en second lieu l’équation 


( 6 ) 5 ,= (hz^zlYl 

Pour voir qu’elle rentre dans le type ( 3 '). il suffit de l’écrire 


On a dès lors 
1 

cl la formule (f) devient 


■,= c = ÏIog(K*f). 


ni — — 





Par suite, lorsque le système (\s l5 z*>, z$) satisfait à Véquation ( 6 ). il en 

( * \ . 

est de même du système W z\. X r l.z-o. z^ y. 

C’est par l’examen de divers cas particuliers que nous avons été conduits aux 
types (1) et ( 3 ). 

M. G. Kœnigs a démontré depuis lors qu’ils sont les plus généraux corres¬ 
pondant a la propriété caractéristique de chacun d’eux. O11 trouvera sa 
démonstration aux Annexes (Note I). 


21. Abaques à ligues droites. — Parmi les abaques qui viennent 
<1 être définis, il convient de distinguer ceux sur lesquels les 
courbes (^ 3 ) se réduisent elles-mêmes à des droites; de tels abaques 
se rencontrent fréquemment dans la pratique. 

Si nous nous reportons au n° 16, nous voyons que, pour que 
cette circonstance se présente, il faut que l’équation (^ 3 ) soit delà 
forme 

( z "i ) ~ X' : i + ~~ h ;; H- fs — O 

l X 1 ^2 

et, par suite, l’équation (1 ) 

z \ g'i “1“ z 'î h$ + y3 = O. 


( 1 ) Dans ce cas, le principe des multiplicateurs correspondants se trouve 
appliqué dans la brochure O. 4 (p. 91). Il a été exposé sous forme géométrique 
par M. A. Chancel dans une étude dont il sera question plus loin (n° 51 , 2 0 ). 
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Dans ce cas, il pourra être plus intéressant que dans le cas général 
de considérer l’enveloppe E des courbes (z- 3 ) qui sont ici des droites. 
Si, en effet, la portion utile de cette enveloppe se trouve dans les 
limites de l’abaque, elle pourra dispenser du tracé des droites (z 3 ). 
Il suffira d’inscrire la cote de chacune de ces droites à côté de son 
point de contact avec la courbe E. 

Etant données des valeurs pour z, et pour avoir la valeur 
correspondante de £ 3 , il suffira de mener par le point de rencontre 
des axes du quadrillage cotés 5, et z* une tangente à la courbe E 
(ce qui se fera très aisément au moyen d’un index rectiligne 
marqué sur un transparent) et de lire la cote du point de contact 
de cette tangente. On pourra évidemment, le cas échéant, avoir 
ainsi plusieurs solutions, lorsque du point de rencontre des droites 
cotées z t et z - 2 il sera possible de mener plusieurs tangentes à la 
courbe E. 

22 . Exemples : i° Second type d’abaque de multiplication. — L’équa- 
tion de la multiplication étant écrite 

Z j Z 2 —* Z 3 — O, 


Fig. 23 . 



il suffit de constituer le quadrillage au moyen des droites 

(%) X — [X 2 z 2 , 

( Z s) J — [J-s Z:i, 
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pour que les courbes cotées (^j) soient des droites issues de l’origine 

(*i) y — — zix. 

P- • • 

En prenant p. 2 = 5 ,nm , = o rn,n , 5 , on obtient ainsi l’abaque de la figure 23 ( I ). 

Il va sans dire qu’ici s applique le principe des multiplicateurs correspon¬ 
dants, l’équation étant la plus simple du type du n° 20 (i°). Les multiplica¬ 
teurs correspondants pour zi, z 2 et z 3 sont respectivement Xj, X 2 et XjX 2 . 

On obtient une meilleure disposition de l’abaque ( fig . 23 bis ) en prenant 
des axes de coordonnées non plus rectangulaires, mais faisant entre eux un 
angle égal à i 35 °. Nous devons cette remarque à l’obligeance de M. Frochot, 
•ancien conservateur des Forêts ( 2 ). v 

Fig. 23 bis. 

KO 

*o 
80 
10 . 

60 

va 

3a 
20 . 

’O- 

S 

(* 2 ) • 



2° Résolution de l’équation trinôme du troisième degré. — Soit l’équa¬ 


tion 


-h p Z -t- q = O. 


Choisissant un module p. quelconque, nous pouvons construire l’abaque de 


(*) Le triangle à calcul de M. P. Chenevier, qui figure dans les galeries du 
Conservatoire des Arts et Métiers, n’est autre qu’une forme particulière de cet 
abaque, dans laquelle, au lieu de tracer un certain nombre des droites (z 1 ) issues 
de l’origine, on a fixé en cette origine un fil que l’on peut tendre pour le faire 
passer par les points d’une graduation placée sur un bord du cadre et repérant les 
positions des droites (z i ) non tracées. 

( J ) C’est en 1892, au Congrès de Y Association française pour l'Avancement des 
Sciences , qui se tenait à Pau, que M. Frochot nous a communiqué son abaque. 
Il l’avait, croyons-nous nous rappeler, publié dans un Ouvrage, mais nous man¬ 
quons sur ce point d’indication précise. 
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1 » 

cette équation en prenant 

x — \ x Pi 

ce qui nous donne pour z les droites 

/ 

y H- zx -+- \xz z = o. 

L’abaque ainsi obtenu (fig. 24 ) est celui qui a été construit par Lalanne ( 1 ). 
Nous avons d’ailleurs fait remarquer t 2 ) qu’on pouvait se borner à tracer 
les droites correspondant aux valeurs positives de z , seules intéressantes pour 
les applications pratiques; les valeurs absolues des racines négatives de l’équa¬ 
tion peuvent d’ailleurs être obtenues comme racines positives de la trans¬ 
formée en — z, c’est-à-dire de l’équation qui se déduit de la précédente par 
simple changement de q en — q. 

Fig. 24. 



JËchjélL^ p 

Cet artifice peut être considéré comme dérivant du principe des multipli¬ 
cateurs correspondants (n° 20). 

L’équation donnée peut, en effet, s’écrire 

q z ~ 3 -4- p z-*- -H 1 = o. 

Sous cette forme, elle rentre évidemment dans le type (à) du n° 50 , e 

(!) Mémoires sur les Tables graphiques (A. P. C., i°~ sèmes, 18 46 )- 
(-) 0 . 4 , p. 2Ô. 
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l’on voit ainsi que, pour les variables q, p , z, on a, en faisant X = — 1, les 
multiplicateurs correspondants (—i) 3 , (— i) 2 , —1, ou — i, 1 et — 1. C’est 
bien là la remarque qui vient d’être faite au sujet des racines négatives. 

Mais, plus généralement, on peut dire que les variables q , p , z admettent 
les multiplicateurs correspondants n z , n 2 et n. Pour montrer l’utilité de cette 
remarque, nous prendrons l’exemple suivant : 

Si l’on présente par 

z la hauteur en mètres sur laquelle le parement d’un mur de réservoir peut 
être maintenu vertical à partir du couronnement; 

<1 la largeur en mètres du mur au couronnement; 

X le rapport de la pression limite admissible par mètre carré au poids de i m * 
de maçonnerie; 

D le rapport du poids de i m3 d’eau à celui de i m3 de maçonnerie, 


M. Del ocre a fait voir, dans son Mémoire classique sur les grands barrages, 
que la hauteur z est donnée ( 1 ) par la racine positive de l’équation 


ou 


Posons 


Ici, 



a- 

T 



si 


a 2 X 2 





si 


a 2 ^ X 2 

T<T 



10“ 


x = 2 o m , e = -. 


a 2 

T 


= 200. 


X 2 

— = IOO, 

4 


et c’est la première équation qui est applicable. 


Cette équation devient 


z z -f- 200 z — 4000 = o. 

L’abaque de la figure 24 ne nous donne pas directement z. Ayons dès lors 
recours aux multiplicateurs correspondant! ci-dessus définis en prenant n — 10. 
Il vient ainsi 

(— y+2——4=0, 

\IO/ 10 

et l’abaque donne 


( 1 ) Les inégalités de condition, telles qu’elles sont énoncées ici, se rencontrent 
pour la première fois, dans une Note publiée par nous, en mars 1891, dans les 
Annales des Ponts et Chaussées (p. 443). Par suite d’un lapsus, le sens de toutes 
les inégalités de cette Note a été renversé, ainsi que nous Pavons fait remarquer 
depuis dans un erratum. 



48 

d’où 


CHAPITRE II. 


5 =. I I m , 8. 

3 ° Poids de la vapeur d’eau contenue dans l’air ( 1 ). — Si p est le poids 
en grammes de la vapeur d’eau contenue dans i m3 d’air à T, lorsque la tension 
de la vapeur est f en millimètres, on a 

810/ 

r> = -^-- 

■ 760 2.78/ 

D’ailleurs, la tension f est fournie par les tables de Régnault ( 2 ) en fonc¬ 
tion dé la température de condensation t' lue sur l’hygromètre. 

L’équation ci-dessus peut s’écrire 

760/? 2,78 tp — 8io/= o. ■ 

Pour la représenter nous poserons, pq et pt 2 étant deux modules quel¬ 
conques, 

X — [JL! X Sio/, 


jr=u 2 x 

00 

Cx 

(M 

ce qui donne les droites (p) 

' y 

X 

760 />+/-- 


Fa 

Fi 

Faisons, par exemple ( 3 ), 

P! — o"’ m , 0087, 

pu = o mm , |3 


Nous obtenons ainsi l’abaque de la figure. 2 . 5 . 


( 1 ) Nous avons construit cet abaque en 1886, pour la Direction de l’Artillerie de 
l’Arsenal de Rochefort, en vue d’observations à faire, plusieurs fois par jour, dans 
des poudrières qui étaient de son ressort. 

( 2 ) Jamin, Cours de Physique de l’École Polytechnique , t. Il ( 3 e édition), 
p. 223 . 

( 3 ) Ces nombres ont été choisis pour mettre le texte d’accord avec la figure 29 
qui a été obtenue par réduction photographique de l’abaque construit à plus grande 
échelle en 1886. Sans cela on eût pris 

fjq = o mm , 0087, |x 2 = o mm , 36 

de façon à avoir à porter les graduations 

x — 3 /, y = t. 

Tl pourrait, cle prime abord, sembler plus simple de choisir pq et jx 2 de façon à 
n’avoir à porter que les graduations 

v=f, 'y=t, 

mais alors les radiantes (p) se rapprochant de la direction parallèle à Qy. leurs 
points de rencontre avec les verticales (/) se détermineraient avec moins d’exac¬ 
titude. 
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Les graduations de O a? et de O y sont alors données par 


et les droites ( p ) par 


760 p 


x — 


3 mm /, 


y= 

py_ _ a? 

o ,^3 o., 0037 


Toutes ces droites convergent au point x = o, y — 326""”, 8. On les 
appelle des radiantes (n° 23 ). 

L’échelle de t ou échelle des températures sera construite entre t — — io° 
et t — 4o°. Sa longueur sera égale à i mm ,2 X 5 o — 6o mm . 

Pour construire les droites (/>), déterminons les points où elles coupent les 
horizontales o °(y = o) et 40 °(y = i mm ,i x 40 = 48 mm ). 

Pour y = o, nous avons, en prenant comme unité le millimètre. 

x — 760 X o, 0037 p — 2,81/?; 

pour y — 48, 

le, 48 

x — 760 -+■ —— 

\ o ,43 

Construisons ces droites pour des valeurs de p croissant d’unité en unité 
de o à 5 o. 

Les abscisses des deux points déterminant la droite extrême (p — 5 o) seront, 
pour t — o°(y = o) et t — \o°(y = 48), 

x ■= i4o mm , 5 et x — t6i mm . 


^ X 0,0037 p — 3,2 2 p. 


Reste à construire l’échelle de la tension f. Celle-ci étant fonction dp la 
température de condensation t\ nous pourrons la déterminer par le procédé 
indiqué au n° 12 , c’est-à-dire en traçant la courbe qui fait connaître les 
variations de f en fonction de t (traduction graphique de la table de 
Régnault), les modules le long de Ox et O y étant précisément les nombres 
3 mm et i mm ,2 obtenus plus haut. En d’autres ternies, on construira la courbe 
définie par , 

x = 3 ""“/, 

y — 

les valeurs correspondantes de t' et de f étant celles que donne la table de 
Régnault. 

Cette courbe, que nous désignerons par F, étant tracée, on voit à quoi 
se réduit le mode d’emploi de l’abaque : lire la cote p de la radiante 
passant par le point de rencontre de ihorizontale t et de la verticale f, 
cette dernière coupant la courbe F au même point que Vhorizontale t'. 

Usant ici d’un artifice ( 1 ) signalé au n° 13, nous remplacerons le système 


( 1 ) C’est précisément à l’occasion de cet abaque que nous avons eu pour la pre¬ 
mière fois recours à cet artifice. 
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dos verticales par un Index mobile tracé sur un transparent dont l’orientation 
rera maintenue par la coïncidence, avec l’axe AB de l’abaque, d’un second 
index de ce transparent, perpendiculaire au premier. 

Dès lors, le mode d’emploi de l’abaque peut s’énoncer ainsi : l’index 
d’orientation du transparent étant mis en coïncidence avec AB, faire 
passer l’index de lecture par le point de la courbe F situé sur V hori¬ 
zontale t', suivre cet index jusqu’en son point de rencontre avec l’hori¬ 
zontale t et lire la cote p de la radiante passant par ce dernier point , 

Par exemple, pour l = 3 o°, £ f = i6°, la position de l’index étant celle 
indiquée en pointillé sur la figure, on lit p = i2 g ,g. On aurait pu évidem¬ 
ment tout aussi bien écrire au pied de chaque verticale la valeur correspon¬ 
dante de t' obtenue par l’intermédiaire de la courbe F, et effacer celle-ci. 

4 ° Nous dirons encore un mot des abaques publiés par M. Genaille sous le 
titre : Les graphiques de l’ingénieur, et nous indiquerons sommairement leur 
disposition dans un cas. Si une charge p est uniformément répartie sur une 
poutre de portée a, on a 

pa 2 — q , 

q étant un nombre qui dépend de la section de la poutre et de la limite de 
pression admise par unité de surface (*). 

A chaque type de fer du commerce correspond une valeur de q. L’abaque 
de l’équation précédente, en permettant de calculer q , définira donc le type 
de fer à adopter pour des valeurs données de a et de j». 

Cet abaque peut être construit au moyen du quadrillage défini par 

q, y = IMP, 

ce qui donne pour a les droites cotées dont l’équation est 

'M aî y = p-2^, 

droites passant par l’origine. Au lieu d’inscrire la valeur de q au pied de la 
verticale correspondante, on peut y inscrire les éléments de la section donnant 
cette valeur de q. Les abaques "ainsi obtenus pour les différentes espèces de 
poutres sont ceux que M. Genaille a fait connaître au Congrès de 1884 de 
l’Association française pour l’Avancement des Sciences, et dont des exemplaires 
à grande échelle figurent dans les galeries du Conservatoire des Arts et 
Métiers ( 2 ). 


(') On a q — ——, I étant le moment d’inertie polaire de la section, 11 la dis¬ 
tance des fibres qui supportent la plus grande tension, B la limite de pression 
admise. 

( 2 ) Aux exemples qui viennent d’être donnés ci-dessus, et qui pourraient, sans 
profit d’ailleurs pour le lecteur, être beaucoup multipliés, nous tenons à joindre la 
mention d’abaques de ce genre, pour le calcul du profil de certains murs de soute- 
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3 2 

II. — Anamorphose. 

23. Principe de Vanamorphose simple. — Nous avons vu au 
n° 15 qu’en substituant aux échelles métriques, qu’il est tout naturel, 
de prime abord, de porter le long de Ox et de Oy, d’autres échelles 
fonctionnelles, on peut toujours transformer en une ligne droite la 
courbe représentative d’une équation liant les variables auxquelles 
correspondent ces deux échelles. 

Dans quel cas une telle modification apportée aux deux échelles Oæ 
et O y d’un abaque cartésien à trois variables transformera-t-elle à la 
fois toutes les courbes de cet abaque en lignes droites? 

La réponse à cette question est facile. 

Pour qu’avec les graduations 

Oi) x — ;/[/,. 

(**) y ='iMf>, 

les courbes ( zf) constituant l’abaque soient des droites, il faut et il 
suffit que leur équation soit de la forme 

( z s) — ^3+ — hs-+-fi = O. 

[ 2 ( [ 2.2 

Ceci aura lieu si l’équation proposée est 

fl gz -H / 2 h s ~h/ 3 = O. 

Nous obtenons ainsi à la fois la forme des équations auxquelles cet 
artifice est applicable et l’indication de la manière dont cet artifice 
doit être mis en œuvre. 

Dans le cas où il ne s’agit que de la courbe isolée constituant 
la représentation d’une équation à deux variables, comme au n° 15. 
une telle transformation n’offre aucun sérieux avantage, le travail 
requis pour l’établissement d’une échelle fonctionnelle (si l’on n’en 


nement, publiés dans la livraison de septembre 1898 de la Revue du Génie , par le lieu¬ 
tenant ( aujourd’hui général ) Belhague {PI.IX) et le commandant (depuis lors colonel ) 
Bertrand [PL XI). La très intéressante étude du premier de ces officiers sur la 
construction de [la route de Tananarive à Moramanga fait ressortir l’utilité de 
l’emploi des abaques pour des travaux qui, comme celui-ci, exigent une grande 
célérité. 
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possède pas déjà un étalon ) étant équivalent à celui qu’exige la 
détermination des points de la courbe correspondante ; on n’écono¬ 
mise, somme toute, que le tracé de la courbe réunissant les divers 
points obtenus individuellement. Il n’en va pas de même ici, et 
l’avantage y devient très sensible. 

Si le travail exigé par le changement de graduation équivaut à peu 
près à la construction d’une courbe, comme on aurait un certain 
nombre n de celles-ci à tracer, on voit que l’économie réalisée peut 
être représentée environ par le travail requis par le tracé de n — i 
courbes. Une fois, en effet, le nouveau quadrillage établi, il suffil 
d’y marquer deux points pour obtenir chacune des lignes droites 
destinées à remplacer les courbes qu’on aurait eu à construire point 
par point dans le système primitif, et qui ont, en outre, sur celles-ci 
l’avantage d’un tracé rigoureux. 

Le principe d’une telle transformation a été indiqué, pour la pre¬ 
mière fois, par Léon Lalanne, qui lui a donné le nom anamor¬ 
phose géométrique ( 1 ). C’est sous la forme indiquée au n° 26 qu’il 
s’est d’abord présenté à lui, et cela à propos des applications traitées 
plus loin aux n os 27 (i°) et in (fig. i33). 

Exemple : Problème de tir. — Dans un travail relatif à une question de 
tir ( 2 ), le capitaine (depuis lors général) G. Ricci, de l'artillerie italienne, se 
propose de construire l’abaque de l’équation 

p (d coso a) = d' 2 —a 2 , 

destinée à faire connaître a lorsque p et © sont donnés. 

11 suffit d’écrire cette équation sous la forme 

d 2 — a 2 

- d cos© — a = o, 

P 

pour voir qu’elle rentre dans le type précédent. Nous porterons donc sur les 
axes les graduations 

(p) x — l —, 

P 

(?) y — [J-2 COSCp, 

( 1 ) Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique 
(A. P. O., i er semestre 1846). 

( 2 ) Rivista di Artigliera e Genio , t. IV, p. i 65 (novembre 1896). On trouvera 
dans le Bulletin astronomique (t. I[I, p. 62 et 2 3 : > ) une série d’intéressantes appli¬ 
cations du même principe, dues à M/Radau. 
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et nous aurons ainsi pour les courbes (a) 


(«) 


c’est-à-dire des droites. 


d' 2 — st- 

—— - x — 

pi 



= O, 


Le capitaine Ricci a construit cet abaque pour p, variant entre 1 ooo et 
8000 (de 100 en 100 entre 1000 et 6000, de 200 en 200 entre 6000 et 8000), 
pour o variant entre o° et 120 0 (de 2 en 2 entre io° et 20°, de 1 en 1 entre 
20° et 120°), enfin, pour a. variant entre —800 et 5 oo, de 10 en 10. 

En vue de réduire les dimensions de L’abaque, il l’a fractionné en trois 
parties accolées les unes aux autres. Pour chacune de ces trois parties, p 2 a 
été pris égal à o m ,20, tandis que pi varie de l’une à l’autre. Ayant adopté 
p t = 5 oo m pour la partie qui s’étend de 8000 à 3 ooo, l’auteur a réduit cette 
valeur de pj à la moitié, soit à 230™, de 3 ooo à 2000, et à son sixième, soit 
à 83 m , 33 , de 2000 à 1000. 11 en résulte que sur les verticales suivant lesquelles 
ces trois abaques partiels s’accolent (p^Booo et p = 2000) Les droites (a) 
changent de direction. 

La figure 26 donne une réduction de cet abaque. 


24. Abaques à parallèles. — Les équations du type signalé au 
n° 22, lorsque et h 3 se réduisent à des constantes, prennent la 
forme très simple 

/l+/ 2 +/3=0, 


qui est extrêmement fréquente dans la pratique. Dans ee cas, ayant 
constitué le quadrillage de l’abaque en élevant respectivement aux 
axes Oæ et O y des perpendiculaires par les points des échelles que 
définissent les équations 

(*l) ' # = P-l/ïr 

O2) y = P2/2, 


on obtient pour équation des courbes cotées (s 3 ) 


X 

Kl 



qui représente un système de droites parallèles. 

Le coefficient angulaire de ces droites étant constant et égal à — — ? 

Ki 

il suffira, après avoir déterminé la direction correspondante qui 
s’obtient en joignant le point de l’axe O x d’abscisse p., au point de 
l’axe Oy' d’ordonnée p 2 >, de déterminer un point pour chacune de 
ces droites. On pourra prendre notamment leurs points de rencontre 




I ■■■■■SinssSSsss ïïila ■■■■■ ■■■■BSSSSSBnSH 

liiiiiHmsKssssssiiïüaHiBsssssaaiaiHüii I 
IsiaaHaMaiiüËS&sssssaBiiHflHHMVBisssiaBsaaiHMiHam 
|s55iimmMiigg5msaiü«M»Begggagüi Wi ' 
|ssssafiBuaii!!issss=sa 5 fiüafliiMiS=saMi«iMvs! 
|SSSSSaBÎ!f!fnfl»B!!!SS=S=SaaBgmiSSSSBSSHIiSB! 
|*===SaB^«inBai!SSSSSSaBiagMaSSSSSiBiHmB!! 

■ iiiiBHBBT ~. ■■■!■■■■ mf— 

ÜSSSSÏiMllliüSSSSÏÏiiaMlSSSaSvCSSi 





IBiSSSSSSSK 

(««■■■■■■■■ri 

■ ■«mmm ■sasssssss 

Ksiiiiiill 





IHÛaiSSHSSSMSSaM 


|SSSSmSBS8SaiiMM!!5SSS5MMil9BBBMiiBBiS 
■îlliaamSüîilllliHSSSiiiBBSBBmBBB 
lllH!!SSiîîillll!!!:::ïilll!SSil*B!=Sil 
|liaSBSSaBailli|!!!5BSiiilVI9BSSBiiMBBSMiie! 
li!BS5Bi9B«8!liSB»ii«M9BSBaSn9BBaiiB9iBS: 
iBSSSSiiBBSBKSiïiaBBSBSBBBMiaBBBMeSSB 
::ïMa!!BSuiiiill!!!»Siiil!SSiaa9BSai 
|iîlBl!BSSSHiaiB!BBSSiiPlSg 8 BBMSSSa 9 i! 
iRüBBSBBiBimSSSSBifiafaSSSaaiSBSBBMSS! 
i!K:;irfnBn:::;iïii!!!ssiiM!BBaaa9sa 
::;ïïHËüs:iiiiïiii!s:siïa8!ssii«ssa9 
IBiilRÜSSBiiRHlIBSSBiilÜSBSaBSBSaiBlSBS! 
Jil«B5SSSasa!!BKSiiii!SSSaS«BSBBMKSSi 
lüSSSiiMBBSSiïiRÜBSBaüRSgBSSlMBBaaBBj 


imuüBBiessnBi 

iaassMsaea! 

SSiiesiisi 

iBHSSiSSBSSI! 

!BSSaBS 89 Si 































56 


CHAPITRE II. 


avec J’axe Ox, définis par 

X — —IM / 3 . 

On pourra aussi prendre leurs points de rencontre avec la perpen¬ 
diculaire O t h leur direction menée par l’origine O, droite dont 
l’équation est 

Pi x -t- \J-%y — o. 

Si nous représentons par t les segments comptés sur cette droite à 
partir de O, nous voyons que le t de la droite (£ 3 ), qui n’est autre 
que la distance de l’origine à cette droite, est donné par 

(z,) t= !Ji . • 

\ y/pf H- pf 

En résumé, ayant gradué les axes O x , O y et Oi d’après les trois 
équations (£<), (.s 2 ) et (z s ) ci-dessus, on n’a qu’à élever à chacun 
de ces axes des perpendiculaires par les points de l’échelle dont il 
est le support pour obtenir l’abaque de l’équation considérée. 


Exemple : Miroirs et lentilles sphériques. — Nous rencontrerons par la 
suite un très grand nombre d’équations de cette forme. Contentons-nous ici 
de prendre comme exemple la formule des miroirs et lentilles sphériques 


1 1 _ 1 

d^"dî~f 



où cl et d 'sont les distances du miroir ou de la lentille à deux points con¬ 
jugués, /la distance focale principale. 
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D’après ce qui précède, on aura un abaque de cette formule, en posant 


p 


UL 




P étant un module quelconque, ce qui donne pour lignes cotées (/) les 
droites 

p 

v-+-y=j> 


immédiatement obtenues par jonction des points dont les cotes sont égales 
à f dans les graduations de Ox et de Oy. 

En prenant p = 3 m , 5 , on a ainsi la figure 27 (ty 

\ 

2o. Abaques à radiantes. — Une autre forme d’équation très 
fréquente, rentrant dans le type du n° 23, est la suivante : 

/i/:î ”-/•>• 

A 

On voit qu’on aura la représentation anamorpliosée de cette équa¬ 
tion en graduant les axes Oæ et O y suivant les lois 


(-1) ^=,«1/1, 

( ) y — p,/„ 


ce qui donne pour courbes cotées (s 3 


(«3) 


y = “/W. 


droites issues de l’origine, que l'on appelle des radiantes ( 2 ). 

Ces droites passant par l’origine, il suffît d’obtenir un point de 
chacune d’elles. Si, par exemple, on les coupe par la parallèle à O y, 
dont pi est l’abscisse à l’origine, savoir 



( 1 ) Cet abaque a été construit par M. Gariel (A. F . A. S., Congrès de Clermont- 
Ferrand, p. i 4 o; 1876), qui lui a ensuite appliqué une ingénieuse transformation 
géométrique. Nous avons fait voir dans notre brochure 0.4 (p. 88) comment ^appli¬ 
cation directe de la méthode des points alignés, dont il sera question plus loin 
(Ghap. III), conduisait à cet abaque transformé. 

( 2 ) On peut substituer au système de ces radiantes une droite pivotant autour 
du point O. Il suffit, pour cela, d’inscrire le long d’une ligne quelconque les cotes 
des points où les droites (s 3 ) supposées tracées rencontreraient cette ligne. On obtient 
ainsi une certaine échelle, rectiligne ou curviligne, qui permet de repérer la position 
de la droite pivotante pour chaque valeur de Une telle disposition sera même 
avantageuse au point de vue de la précision de l’interpolation à vue. 
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on voit que Fou obtient sur cette droite l’échelle définie par l’équa¬ 
tion 

y = ^/ 3 - 

Nous avons rencontré plus haut (n°22, i°, 3° et 4°) divers exemples 
d’abaques à radiantes sans anamorphose. 

Voici des exemples de tels abaques obtenus par anamorphose : 

i° Troisième type d’abaque de multiplication. — On peut, pour repré¬ 
senter l’équation 

3 1 z % = z 3i 

poser 

U, 2 

x = [MZ U y~ { —, 

Z2 

ce qui donne comme courbes cotées (a 3 ) les radiantes 

[MZzy. 

Un tel abaque est représenté par la figure 28. ïl se rencontre parmi les 


Fig. 28. 

{z 3) 



tableaux graphiques dressés par M. l’ingénieur des Ponts et Chaussées A. Crépin, 
en vue de l’étude du dessèchement des pays watringués, dans un Mémoire 
remarquable où, pour la première fois, cette question complexe est soumise 
au calcul ( 1 ). 


(’) A. P. C., 1" sem. 1881, p. i 38 . L’abaque de multiplication ici reproduit se 
trouve sur la planche VI jointe à ce Mémoire. 
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Heures de lever et de coucher du soleil. — Si l’on représente par X la 
latitude du lien et par D la déclinaison du soleil correspondant à l’époque, 


l’angle horaire -H du soleil au moment de son lever ou de son coucher est 
donné par l’équation 

— eosJH = tangX.tangD, 

qui rentre dans le type ci-dessous. Nous prendrons donc, pour représenter 
cette équation 

x — jjt! tangX, y — — p 2 eosJH, 


d’où 


y = — x tan g D. 

p, 


Si l’on prend pj = p 2 , on voit que la droite cotée (D) est la droite menée 
par l’origine, qui fait l’angle D avec l’axe des x . 

Chaque horizontale JH correspond à deux cotes égales et de signes con¬ 
traires. Mais on peut 'immédiatement écrire les valeurs de ces angles horaires 
en temps, ce qui donne l’heure vraie du lever ou du coucher. 

Si l’on inscrit ces cotes aux points de rencontre des horizontales (JH) et 
d’un cercle de rayon p 2 , ayant son centre en un point quelconque de l’axe 


Fig. 29. 



des a?, on obtient la ligure 29 , qui est une réduction de l’abaque construit par 
Collignon ( 1 ). 


('*) L’abaque de Collignon est complété par des tracés permettant de passer du 
temps vrai au temps moyen et de tenir compte de la durée du crépuscule ( -N. A., 
2 e série, t. XVIII, p. 179, et 3 B série, t. I, p. %©) • 
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On voit que l’horizontale, passant par le point de rencontre de la verticale 
dont la cote est la latitude X du lieu et de la radiante dont la cote est la 
déclinaison D du soleil pour l’époque, va couper le cercle horaire en deux 
points dont les cotes sont les heures de lever et de coucher du soleil. 

Au lieu de coter les radiantes au moyen des valeurs de D, on pourrait 
inscrire immédiatement, à côté de chacune d’elles, l’indication de l’époque 
correspondante, ainsi qu’on l’a fait sur la figure 29 pour les solstices et les 
équinoxes. 


3 ° Débit d'une rivière. — Le débit d’une rivière en un 
donné par la formule 


q = co m, 


point déterminé est 


où q désigne le débit exprimé en mètres cubes par seconde, w l’aire de la 
section exprimée en mètres carrés, u la vitesse moyenne exprimée en mètres 
par seconde. 

Pour la section considérée, l’aire m est une fonction f(h) connue de la 
hauteur d’eau h lue sur une échelle plongeant dans la rivière. On peut donc 
écrire 

(0 q = u f( h ). 

D’autre part, lorsqu’il ne s’agit que d’une détermination approximative, on 
peut prendre pour la vitesse moyenne u le produit par 0,8 de la vitesse à la 
surface donnée par un flotteur parcourant pendant t secondes une longueur 
connue e , comprise entre deux repères, en sorte que 

(2) 0,8 e = ut. 


L’équation (1) peut être représentée au moyen des éléments cotés 


(u) 

(q) 

(h) 


X — O-! U, 

y = v-iq, 

P-2 et 1 \ 

y = —fW#, 

î x i 


et l’équation (2), ainsi que cela a été expliqué au n° 12, au moyen de la 
courbe 


o, 8 e = 




qui est une hyperbole équilatère G, dessinée sur le quadrillage défini par 


x=ix i u, y = [x 2 G 


Nous pouvons faire coïncider l’axe des x de ce quadrillage avec celui de 
l’abaque précédent, son axe des y étant dans le prolongement de l’autre, avec 
un sens positif contraire. 

Pour construire les droites cotées (A), il suffit de remarquer, ainsi qu’on 
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l’a fait au début de ce numéro, que, sur la droite x = p-j, ces droites détei- 


rninent l’échelle 


y = 1^2 f(h). 




(U...Î0 

;v:.0o>- 

(il .50? ' 

(11,00 )' 
(h) 

( 10.50) 

(10,col 

(9,5C / 

(9,00) 

(8,S0) 

( 8,00 


L’abaque ainsi obtenu {Jig- 3o) est celui qui a été établi par M. Yandervin, 
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ingénieur au corps belge des Ponts et Chaussées, pour la station de iiombeek, 
sur la Senne ( 1 ), où l’on avait e — ioo m . 

L abaque de M. Yandervin a été construit avec les modules 

Pl — o’ n , I, p 2 = O nl , 002, \X 2 O m , OOOO . 

La figure 3 o en est la réduction aux §. 

») 

Le mode d’emploi de cet abaque est le suivant : La verticale passant par 
le point de rencontre de l’horizontale ( t) et de Vhyperbole G coupe la 
radiante (h) en un point situé sur l’horizontale ( q ) ( 2 ). 

Par exemple, le 25 janvier 1891, à Hombeek, le flotteur a parcouru la dis¬ 
tance des repères en l = 92% la hauteur d’eau étant de i 2 m ,o 4 . La verticale 
passant par le point de rencontre de l’horizontale t — p2 s et de l’hyperbole C 
coupe la radiante J2 m ,o4 en un point dont l’horizontale suivie jusqu’à l’échelle 
des débits donne q — 38 ,u 3 , 5 . 

4 ° Poutres chargées. — Le commandant Chéry (depuis lors général) a. 
dans sa Pratique de la résistance des matériaux ( 3 ), donné une série 
d’abaques pour le calcul des poutres chargées, traduisant pour les diverses 
sections usuelles l’équation 

pa 2 — q 

déjà définie au n° 22 ( 4 °). Pour construire ces abaques, il a eu recours au 
quadrillage anamorphose défini par les équations 

ML 2 
Pi 

d’où résulte pour les éléments colés (q ) l’équation 

'j. 2 x = pi qy 1 

qui définit des radiantes issues de l’origine. Au lieu d’inscrire à côté de cha¬ 
cune de ces radiantes la valeur correspondante de q , le commandant Chéry 
y a placé une lettre de référence renvoyant à une table placée en regard de 
l’abaque où se lisent les dimensions de la section donnant cette valeur de q. 


( x ) Annales des Travaux publics de Belgique, 1892. Dans le même Mémoire, 
M. Yandervin construit un abaque de même type pour le calcul des moments d’inertie 
des rectangles. 

On en trouve un autre pour le calcul des sections résistantes des travées droites 
dans une étude de M. D. Gorrieri ( Atti del Collegio degli Jngegneri ed Architetti 
in Bologna, 1896). 

( 2 ) On pourrait, à côté de chaque verticale, écrire la valeur correspondante de t 
obtenue par l’intermédiaire de l’hyperbole G, ce qui reviendrait à faire une anamor¬ 
phose le long de O x. 

( 3 ) Paris, Ducher et C ie ; 1877. 
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On trouvera, au n°lld, l’indication d’autres exemples d’abaques du même 
*ype. 

26. Anamorphose logarithmique . —- Toute équation représen¬ 
table par un abaque à radiantes est également susceptible d’être 
représentée par un abaque à parallèles. 

Le type d’équation du n° 25 peut, en élFet, s’écrire (après permu¬ 
tation des indices 2 et 3 ), 

lo g/i + log / 2 = Iog/ 3 . 


Il rentre alors dans le type du n° 24 , représentable par un système de 
droites parallèles tracées sur un quadrillage irrégulier. 

Cet ingénieux artifice, dû à Léon Lalanne, a constitué la pre¬ 
mière forme sous laquelle s’est présenté à lui le principe de l’ana¬ 
morphose ( 4 ). 

Pour effectuer la représentation de l’équation ci-dessus, conformé¬ 
ment à la méthode indiquée au n° 23, on commencera par tracer le 
quadrillage formé par les perpendiculaires élevées respectivement 
à O.T et à Or par les points de division des échelles définies sur 
ces axes par les équations 

Ui) x = la g/,, 

iz-ï) y = ;a, log/.,. 


( )n n’aura plus ensuite qu’à construire les droites 


(^3) 


x y 

V-l 1^2 


Io gA 


ce qui peut se faire, ainsi qu’on l’a vu au n° 24, en graduant la per¬ 
pendiculaire O t à la direction de ces droites suivant la loi 


( z :i bis ) 


t — 


Pi fju log/ 3 
y/p-ï h -1 ’ 


La construction des échelles logarithmiques ( 5 ,), (^ 2 ) et (æ 3 bis) 
n’offre d’ailleurs pas plus de difficulté que celle des" échelles des 
fonctions , f 2 et / 3 lorsqu’on dispose d’un étalon logarithmique 
ainsi qu’on l’a fait observer au n° 6. 


( 1 ) Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique , 
dans les Annales des Ponts et Chaussées (i er sem. 1846). 
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Au surplus, on trouve maintenant dans le commerce du papier à 
quadrillage logarithmique ( 1 ), grâce auquel la construction d’un 
abaque de ce genre se fait avec la même facilité que celle d’un abaque 
non anamorphosé sur du papier à quadrillage métrique. 

On doit à M. R. Mehmke un autre mode d’utilisation des plus 
remarquables de l’anamorphose logarithmique, sur lequel nous 
reviendrons plus loin (n os 139 à 141) et qui consiste à substituera 
certaines courbes algébriques non pas des droites, ce qui ne serait 
pas possible, mais des courbes qui peuvent être obtenues par trans¬ 
lation d’une seule et même courbe dessinée sur un transparent. 

27 . Exemples : i° Quatrième type d’abaque de multiplication. — Les 
exemples d’application de l’anamorphose logarithmique sont extrêmement 
nombreux. Le plus classique d’entre eux est celui, dû à son inventeur même, 
qui a trait au calcul des profils de remblai et de déblai et que l’on trouvera 
plus loin (n° 141 ). Nous aurons d’ailleurs bien d’autres occasions d’utiliser ce 
principe dans la suite de cet Ouvrage. Aussi pensons-nous pouvoir nous 
borner pour le moment à en indiquer deux applications, dont celle tout à fait 
classique qui en a été faite par Lalanne lui-même à la multiplication ( 2 ). 

Pour représenter l’équation 

il suffit, après l’avoir écrite 

logz l -+-\ogz»= log* 3 , 

de poser 

x=[i]ogZi, y — p log^g, 


( 1 ) Nous signalerons, sur ce papier logarithmique, dont l’idée paraît due à 
M. W.-K. Durand, deux intéressants articles, l’un de M. René de Saussure dans la 
Revue scientifique (2 e semestre 1894, p. l’autre du P. Poulain dans le Cosmos 

(numéro du 29 juin i8g5, p. 390). 

( 2 ) Description et usage de l’abaque , etc. ( 1840; 2 e édition, i 85 i ; 3 e édition, 
i 863 ). Les exemples d’application de l’anamorphose logarithmique sont très nom ¬ 
breux. Nous citerons ceux donnés par Collignon pour l’écoulement de l’èau dans 
les tuyaux ( Cours d’hydraulique ), par le colonel Goulier pour certaines cor¬ 
rections topométriques ( Mémorial de V officier du Génie , n° 18 , 1868), par 
M. A. Kapteyn pour divers calculs relatifs aux machines à vapeur ( Revue univer¬ 
selle des Mines , 2' semestre 1876), par M. A. van Muyden pour le calcul des 
conduites d'eau sous pression {Bull, de la Société vaudoise des ingénieurs , 
mars 1884 ) ainsi que pour le calcul des conducteurs électriques ( Lumière élec¬ 
trique, 9 janvier 1886), etc. 

Divers auteurs allemands, MM. G. Hermann {Das graphische Einmalens, .... 
Braunschvveig, 1870), Helmert {Zeitschrift für Vermessungswesen , 1876), Vogler 
{Sechs graphische Tafeln. .., Berlin, 1877), ont prétendu être arrivés de leur côté au 
même principe dont la priorité ne saurait pourtant être contestée à Lalanne qui 
l’avait fait connaître dès 1 843 . 
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ce qui donne p ol,r les droites1 Os) l’équation 

• X •+• y — p log^g. 

On voit qu’une fois le quadrillage construit, les droites (z 3 ) se déterminent 
très aisément. f j3 droite ayant pour cote une .certaine valeur de z 3 coupe, en 
effet, les axes O^^l'Oy aux points ayant précisément pour cote, dans les 
Graduations de ces axes, la valeur considérée de z 3 . 

On obtient ainsi l’abaque représenté parla figure 3i. 


Fig. 3 i. 



2 ° Équation des portées lumineuses. — Nous venons de faire voir comment 
l’anamorphose logarithmique permet de substituer à des abaques à radiantes 
des abaques à parallèles. Son rôle se borne dans ce cas à remplacer des lignes 
droites par d’autres lignes droites d’une disposition plus avantageuse. On sai¬ 
sira par la suite tout l’intérêt d’une telle substitution, mais il est bon d’observer 
que l’anamorphose logarithmique permet encore de construire des abaques à 
lignes droites pour des équations qui ne sauraient, sans ce secours, bénéficier 
d’une telle simplification. 

Un exemple remarquable nous sera fourni par l’abaque de l’équation des 
portées lumineuses ( 1 ), construit pour le Service des Phares par M. E. Allard, 


( 1 ) Mémoire sur l'intensité et la portée des phares , par E. Allard (Paris, Impri¬ 
merie nationale; 1876). 


d’ocagnb 


5 
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qui en était alors l'ingénieur en chef. Cette équation est 

iooL a d =d' 2 , 

où a désigne le coefficient de transparence dû milieu, L l’intensité lumineuse 
et d la portée lumineuse en kilomètres. 

Pour construire l’abaque de cette équation, il suffit de l’écrire 

logiooL =— d iog« 4- 2 logâf, 
et de constituer le quadrillage au moyen des formules 

(a) x — —o_i loger, 

(L) y — \j. 2 logiooL, 

ce qui donne pour éléments cotés (d) les droites 

(d) y — x - i p. 2 I o g d, 

Pi 

On commencera donc par porter sur Ox et Oy les échelles définies par les 
formules (a) et (L), pour élever ensuite à ces axes, par les points de division 
ainsi obtenus, les perpendiculairesj qui constitueront le quadrillage de 
l’abaque. 

M. Allard a donné à ces échelles la forme isograde (n° 8), de façon qu’en 
dépit de l’anamorphose, le quadrillage présente un aspect régulier. Il a pris 
pour module les valeurs 

/m 

pi = y = i m ,333..., ■ 

y-i — o n, ,o4 


et a adopté, tant sur l’axe Ox que sur Taxe Oy, un intervalle constant 
de - 2 ™™. 

Cela conduit à donner a a des valeurs dont les logarithmes décroissent 


régulièrement de 


0,002 x 3 

4 


0,0013 


et à L dés valeurs dont les logarithmes décroissent rég uiièrement de 


0,002 

-- = O 03. 

0,04 


D’ailleurs, l’échelle (a) a été construite sur o m ,20 de longueur, soit jus¬ 
qu’au nombre a 0 tel que 

— ~ log a 0 = 0,2 
ou 

!ogao= — o,i5 =7,85, 
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d’où * 

a 0 — 0,708, 


et l’échelle (L) sur o'", 3 o de longueur avec une limite supérieure égale à 
10000000, ce qui donne pour la limite inférieure L 0 


ou 

d’où 


o,o 4(7 — logU) = o ,3 


logLo— — 0,0 = i,5, 

Lq —. O , >'<t. 


La figure 3 ? reproduit un fragment de l’abaque ainsi obtenu (*). 

M. Aliarji a remarqué que si {a, L, d) est une solution de l’équation, c’est- 
à-dire si 

i oo L a d = d 1 , 


cette égalité peut s’écrire, X étant un nombre absolument quelconque, 


{ iÿ" 

i ooX 2 L \ a> ) — (X d)* 


et que, par suite, \a K , X 2 L, À d) est aussi une solution de l’équation. 

On reconnaît là une application du principe de la superposition des gra¬ 
duations (n ° 20). 

L’équation ci-dessus peut en effet s’écrire 


a 


d 2 L-* \ rf-t 


ioo 


Sous cette forme on voit qu’elle rentre dans le type <'(») du n° 20 , lorsqu’on 
y fait 

Z j d* .Z 2 — L. z% — et , 

v p = 2, q — — *1 n — — i, 

ce qui fait correspondre à la solution (d, L, a) la solution Çkd, X 2 L, aX-i), 
ainsi (ju’on vient dé le constater. 

Si, par exemple, on prend X — on voit qa’à fa solution ( d , L, a) corres¬ 
pond la solution/ —, —, a 10 \. Le passage de d et L à — et —s’opère 

\io ioo / io ioo r 

immédiatement de tête. II n’en est pas de même de celui de a â os 10 . 

Pour cette raison, les valeurs de « 10 ont été inscrites à côté de celles de a 

sur une seconde ligne. Il suffira donc, si la valeur de a figure dans cette 

seconde ligne, de prendre sur l’échelle de L la valeur de iooL et de diviser 
par jo la valeur obtenue pour d. 


(’) Planche V du Mémoire cité. 
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Par exemple, la verticale 0,917 (i ie 
l’horizontale 1 ,78 sur l’oblique 9, on a ! 


ligne) ou 0,4-22 
es solutions 


(2 e ligne) 


coupant 


et 


a — 0,917, 

. L = 1,78, 

d = 

a — 0,422, 

L = 0,0178, 

d = 


Fig. 32. 
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28 . Anamorphose graphique. — Tous les abaques envisagés jusqu’ici 
dérivaient d’un type unique ainsi constitué : un quadrillage coté sur lequel est 
dessiné un faisceau de courbes cotées. 

Les cotes des verticales du quadrillage se rapportent à une des variables z ly 
celles des horizontales à une autre variable z 2 , enfin les cotes des courbes à la 
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troisième variable z 3 , et les valeurs de ces trois variables se correspondent, 
en vertu de l'équation proposée, lorsque cette verticale, cette horizontale et 
cette courbe concourent en un même point. 

Les diverses cotes croissant/?#/* échelons égaux , le quadrillage pourra être 
métrique ou non, c’est-à-dire que les deux systèmes de parallèles qui le cons¬ 
tituent pourront être à intervalles égaux ou inégaux. 

L’abaque d’une équation à trois variables, construit avec un quadrillage 
quelconque, pourra toujours être considéré comme transformé de celui que 
donne la méthode cartésienne (n° 16 ), si l’on fait correspondre à chaque droite 
du quadrillage métrique que comporte l’emploi de celle-ci la droite parallèle 
de même cote du quadrillage anamorphosé que l’on aura choisi. 

Rien d’ailleurs n’est plus facile que de passer de l’abaque cartésien à son 
transformé. Sur l’un et sur l’autre, en effet, les points correspondants se trouvent 
à la rencontre de la verticale et de l’horizontale ayant les mêmes cotes z t 
et z 2 . Cette remarque, appliquée aux divers points d’une courbe tracée sur 
le premier abaque, permet de construire immédiatement la courbe correspon¬ 
dante sur le second. 

L’anamorphose, telle qu’elle a été ci-dessus envisagée, a pour but de déter¬ 
miner le quadrillage anamorphosé de façon que toutes les courbes données 
par la méthode ordinaire sur le quadrillage métrique deviennent des droites. 

On vient de voir à quel caractère analytique se reconnaît la possibilité d’une 
telle transformation et de quelle façon elle se réalise pour une équation de 
forme donnée, mais on peut aussi tenter de l’effectuer sur un abaque cartésien 
dont les courbes ont été obtenues empiriquement, en transformant l’une 
d’elles, suivant le mode indiqué n° 15 et voyant, avec le nouveau quadrillage 
ainsi défini, ce que deviennent les autres. 

Une telle anamorphose est dite graphique. Lalanne en a fait connaître un 
exemple remarquable, relatif à l’abaque qui traduit la loi de mortalité de 
Demonferrand pour la population française ( 1 ). 

M. Lallemand a utilisé l’anamorphose graphique à un autre point de vue, en se 
proposant non pas de substituer des droites à des courbes, mais de remplacer 
des courbes coupant un des systèmes d’axes du quadrillage sous un angle 
trop petit par d’autres courbes ne présentant pas le même inconvénient par 
rapport aux axes du quadrillage transformé. On obtient d’ailleurs ce résultat en 
augmentant d’une façon convenable, mais, au reste, arbitraire, l’écartement 
des axes rencontrés, sur l’abaque primitif, sous un angle trop petit. En voici 
un exemple : soit à représenter l’équation ( 2 ) 

z -i — z s 

Z 1 — -• : ; 

Z 2 H— Z 3 

( L ) Mémoire sur les Méthodes graphiques , dans les Notices publiées par le Minis¬ 
tère des Travaux publics à l’occasion de l’Exposition de Melbourne (lmp. Nat.; 
1880), p. 874 à 379. On trouvera aux Annexes (Note II) un procédé imaginé par le 
colonel (alors capitaine) Lafay, pour procéder systématiquement à une telle anamor¬ 
phose graphique, au moins de façon approximative, entre des limites données. 

( 2 ) Pour représenter cette équation par trois systèmes de lignes droites, il suffirait 



de poser 

X — \l,Z V J = |X5 r ■ 

C’est une circonstance par ticulière que l'on rencontre plus loin (n° 51 , 3 °) qui a 
conduit à envisager le mode de représentation auquel se rapportent les indications 
ci-dessus. 
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cet axe pour devenir, à la limite, égal à 90° quand x ~ p. La précision avec 
laquelle s’obtiennent les points de rencontre suit une loi inverse. 

Pour remédier à cet inconvénient, M. Lallemand a eu recours à une anamor¬ 
phose graphique ayant pour effet de substituer à ces h} r perboles des courbes 
coupant les horizontales dans toute la portion utile du plan sous des angles 
différant peu de 45 °. 

dette anamorphose graphique ne porte d’ailleurs que sur les horizontales 
du quadrillage, les verticales restant invariables. 

Ayant pris la courbe du faisceau correspondant à la valeur moyenne de 
(ici *3=5), on lui mène une tangente TT' faisant avec les axes des angles 
égaux à 45 °, et l’on déduit le mode de correspondance entre les nouvelles et les 
anciennes horizontales ainsi qu’il suit : 

Pour une même cote , les points de rencontre de Vancienne horizontale 
avec Vhyperbole 5 et de la nouvelle avec la droite TT sont sur une même 
verticale. 

C’est, on le reconnaît immédiatement, la transformation de l’hyperbole en 
la droite TT' suivant le mode envisagé au nM 5 , le transport des points ayant 
seulement lieu parallèlement à O y au lieu de Ox. 

Par exemple, les premières horizontales 10, 20, 3 o, 4©, 5 o coupant l’hyper¬ 
bole 5 aux points a, J 3 , y, o, s, on mène par ces points des verticales qui coupent 
la droite TT' aux points a', {T, y', 8', s'. Les secondes horizontales 10, 20, 3o, 
4o, 5 o sont celles qui passent par ces points. 

Rien de plus facile, dès lors, que d’obtenir la transformée d’une courbe de 
l’abaque primitif. Ayant pris ses points de rencontre avec les diverses horizon¬ 
tales de cet abaque on les reporte par des verticales sur les horizontales cor¬ 
respondantes du nouvel abaque. 

C’est ainsi que sur la figure 42 les courbes 1 et 10 en trait gras (!) ont été 
déduites des courbes 1 et 10 en trait fin. Quant à la courbe 5 , elle a pour 
transformée la droite TT' elle-même. On voit que les angles de ces courbes 
avec les horizontales s’écartent peu de 45°. 


III. — Emploi d’un transparent à trois index. Abaques hexagonaux. 

29. Desiderata à réaliser dans la lecture d'un abaque. — 
L’anamorphose, sur laquelle nous venons de nous étendre, en per¬ 
mettant de constituer l’abaque de certaines équations, uniquement 
au moyen de systèmes de lignes droites et, plus particulièrement, de 
droites parallèles, introduit une large simplification dans la cons- 


( 1 ) Un calcul bien facile montre que ces diverses courbes ont des équations de 
même forme que les précédentes. Ce sont donc encore des hyperboles. 
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truction des abaques, mais san« qu’il en résulte de changement dans 
leur mode d’emploi. 

Celui-ci se réduit toujours à ce qui suit : prendre le point de 
rencontre de deux droites cotées, et lire la cote d’une ligne, droite ou 
courbe, passant par ce point. 

Or, du fait qu’une cote inscrite en un point d’une ligne s’étend à 
toute cette ligne, il résulte qu’il faut, soit en partant de cette cote 
pour chercher un point d’intersection situé sur la ligne, soit en 
parlant de ce point pour chercher la cote, suivre la ligne sur une 
certaine étendue. 

Cette opération s’appliquant à trois lignes pour chaque lecture, 
on risque, pour peu qu’on ait quelque défaut d’attention, de passer 
de la li gne qui devrait être suivie à la voisine et, par suite, de 
commettre une erreur de lecture. 

En outre, si les valeurs des variables auxquelles on a affaire ne 
sont pas celles auxquelles correspondent des lignes effectivement 
tracées sur l’abaque, il faut faire une interpolation à vue entre ces 
lignes, opération qui n’est pas tout à fait aussi simple que lorsqu’elle 
s’applique à une échelle portée sur une ligne. 

Enfi n, l’enchevêtrement des lignes sur les abaques précédemment 
décrits peut, à la longue, produire une certaine fatigue de la vue. 

Ces inconvénients ne sont pas, à la vérité, de nature à faire renoncer 
à l’emploi des abaques construits comme on vient de le dire; on peut 
d ailleurs les atténuer, dans une certaine mesure, par l’emploi de 
traits de force convenablement espacés dans le réseau des lignes 
tracées; ils sont, assez sensibles cependant pour qu’on se soit pré¬ 
occupé des moyens de s’en affranchir. 

Le but à atteindre peut, d’après ce qui vient d’être dit, être défini 
ainsi qu’il suit : faire en sorte que, sur l’abaque, une cote ne soit 
attachée qu'à un seul point , l’équation à représenter se traduisant 
par une certaine relation de position entre plusieurs points. 

On trouvera plus loin (Chap. IV) une méthode d’une grande géné¬ 
ralité permettant d’atteindre pleinement ce but. Mais on peut, grâce 
à un artifice approprié, réaliser cette condition pour les abaques à 
trois systèmes de droites parallèles, grâce à l’usage de transparents 
tels que ceux dont il a été question aux n os 13 et 18 . 

30 . Transparent ci trois index. — Si nous nous reportons au 
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n° 24 , nous voyons que, pour construire l’abaque de l’équation 

nous n’avons (en prenant les modules m, et jju égaux entre eux et les 
désignant alors par la seule lettre p.) qu’à porter sur les axes Ox et 
Oy supposés rectangulaires, et sur leur bissectrice O/, les échelles 
définies par 

x — v-fi i 

r = v-f-2, 



et à élever, par les points cotés de ces échelles, des perpendiculaires 
respectivement à ces trois axes. 

Si donc, nous avons recours à l’emploi d’un transparent tel que 
celui qui a été décrit aux n os 13 et 18 , nous voyons que nous pourrons, 
.grâce à ce transparent, rendre inutile, non seulement le tracé des 
perpendiculaires élevées aux axes Ox et O y respectivement par les 
points des graduations (z x ) et (z 2 ), mais encore celui des perpendi¬ 
culaires élevées à 0/ par les points de la graduation (^ 3 ), pourvu 
que, par le centre du transparent, point de rencontre des index I, 


Fig. 34 - 



et I 2 , nous fassions passer un troisième index I 3 perpendiculaire 
à O; (fig. Sd). 

Lorsque nous déplacerons ce transparent, en lui conservant son 


(') Pour le maintien de l’orientation du transparent, voir ce qui a été dit au 
«° 13 . 
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orientation , ses trois index I,, I 2 et I :î coïncideront à chaque instant 
avec trois des droites que l’on s’est dispensé de tracer et dont les 
cotes se correspondent en vertu de l’équation donnée. 

En d’autres termes, il suffit, le transparent ayant une orientation 
convenable ('), de faire passer les index 1 ( et I 2 respectivement 
par les points z , et z 2 des axes Ox et Oy pour que l’index I 3 
donne z 3 sur l’axe Oz. 

L’abaque, dans ce cas, se réduit donc aux trois échelles recti¬ 
lignes (zf, (^ 2 ) et (z s ), complétées par le transparent portant les 
trois index 1,, I 2 et I 3 ( 1 ). 

Cet emploi du transparent mobile a été proposé par M. Blum, à 
l’occasion des calculs de terrassements (n° 111 , 7 ^- l3 4 ). 

Remarque. — Il n’est pas essentiel que les trois échelles donnant 
les cotes des trois systèmes de parallèles, non tracés, auxquels on 
substitue les index du transparent, soient perpendiculaires à la direc¬ 
tion de ces systèmes; il n’est même pas nécessaire qu’elles soient 
rectilignes. Supposant, en effet, les trois systèmes de parallèles 
d’abord construits, nous pouvons inscrire leurs cotes à leur rencontre 
avec des lignes quelconques et effacer ensuite ces systèmes en ne 
conservant que leurs graduations avec les lignes leur servant de 
support. L’application du transparent convenablement orienté sur le 
tableau formé par les trois échelles curvilignes conservées tient lieu 
des systèmes de parallèles effacés. 

On peut même, si les trois graduations ne se gênent pas mutuelle¬ 
ment dans les limites admises, les inscrire le long d’une seule et 
même ligne. 


(') Il y a lieu de se préoccuper des variations du papier en longueur et largeur; 
avec un papier de bonne qualité, ces variations, bien que pouvant différer d’un 
sens à l’autre, sont uniformes dans chaque sens, ainsi que permet de Je constater 
ce fait qu’un rectangle dont les côtés sont parallèles aux bords de la feuille de 
papier ne cesse pas d’être un rectangle. S’il reste semblable à lui-même, c’est que 
tous les angles se sont conservés sur la figure, les droites restant des droites. Par 
suite, l’application du transparent à trois index donne les mêmes résultats que s’il 
n’y avait eu aucune variation. Si le rectangle ne reste pas semblable à lui-même, 
c’est que, les droites restant encore des droites, les angles ne se sont pas con¬ 
servés; par suite, le transparent précédent ne peut plus servir. Mais, si l’on a eu 
soin de figurer sur l’abaque les directions des normales aux trois échelles, elles 
donneront, à chaque instant, les directions corrigées des trois index du trans¬ 
parent. 
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Mais, si des circonstances spéciales peuvent, en certains cas, 
conduire au choix de telles dispositions, il est, d’une manière géné¬ 
rale, prélérable sous le rapport de la précision, d’adopter des échelles 
perpendiculaires à la direction des index correspondants. 

31 . Principe des abaques hexagonaux ( , ). — Si l’on se reporte 
au numéro précédent, on voit que, moyennant l’emploi du trans¬ 
parent à trois index, la construction de l’abaque d’une équation 
représentable par trois systèmes de droites parallèles se réduit à la 
construction des échelles des trois fonctions f ,, /‘ 2 et / ;t respective¬ 
ment portées, sur les axes Oa?, O y et leur bissectrice 0 £, avec le 
même module, d’ailleurs quelconque, pour les deux premières, et ce 

module divisé par y/ 2 pour la troisième. Or, il arrive souvent que 
ces trois échelles dérivent d'un même étalon (n° 6), l’étalon logarith¬ 
mique par exemple ; il y aurait donc avantage à pouvoir constituer 
l’abaque au moyen de trois échelles de même module. Cette considé¬ 
ration fait ressortir a priori l’intérêt qui s’attache à l’artifice, dû à 
M. Lallemand, dont il va être maintenant question et qui a encore 
l’avantage d’une disposition plus symétrique des échelles, celles-ci 
étant parallèles aux trois côtés d’un triangle équilatéral. 

Cet artifice, auquel l’auteur est parvenu par une voie purement 
élémentaire (n° 32 ), peut être rattaché à l’emploi de coordonnées 
ainsi définies : Ayant pris deux axes Ox et Oy faisant entre eux un 
angle de 120°, les coordonnées d’un point sont les distances de 
l’origine O aux pieds dès perpendiculaires abaissées de ce point 
respectivement sur Ox et Or. 

Dans un tel système de coordonnées, toute droite est représentée 
par une équation du premier degré 

ax -h b y h— c — o. 

On trouve, en outre, bien aisément, que la distance de l’origine à 


f 1 ) C’est dans une Note insérée en 1886 aux Comptes vendus de l’Académie des 
Sciences ( t. 102 , p. 8)6) que M. Lallemand a, pour la première fois, fait connaître 
ee principe. Il en a développe l’application, avec de nombreux exemples à l’appui 
[dont plusieurs seront reproduits par la suite (n os 35 et 53 à 56 )] dans un Mémoire 
autographié, de i 885 , non livré à la publicité, et présenté seulement à l’Académie 
des Sciences le 2^ décembre 1906. 
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cette droite est donnée par 
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sJa 2 h~ b-- y- 2 ab cos 1 20°. 

En particulier, si l’on prend une droite perpendiculaire à la bissec¬ 
trice de ./ ( ) r. droite dont l’équation est de la forme 

x-+-y — h, 

on a 


• 2 cos 6 o° 

D ès lors, 1 abaque de 1 équation 
étant défini, avec le module p, au moyen des équations 

y = : j -/o 

P-/s> 

celles-ci, où x et y désignent nos nouvelles coordonnées, repré¬ 
sentent, comme dans le cas des coordonnées cartésiennes, des droites 
respectivement perpendiculaires à O.-/;, à O y et à la bissectrice O l 
de l’angle de ces axes; mais ici les distances de l’origine aux droites 
du troisième système, qui définissent F échelle portée sur O /, sont 
données, en vertu de la formule ci-dessus, par 

t = p/ 3 . 

On obtient donc alors sur O/ une échelle de même module que 
celles portées sur O x et O y. 

La construction de l’abaque se réduit par suite à celle des échelles 
des fonctions f { , f 2 et , effectuée avec le même module, respecti¬ 
vement sur les axes Ox, O y et O t tels que l’angle x O y soit égal 
à 120 °, et que Ot soit la bissectrice de cet angle ( fi g. 35). 

Ici, les index I,, L> et I 3 , respectivement perpendiculaires à Ox, 
O y et O t. constituent les trois diagonales d'un hexagone régulier, 
d’où le nom cl ’abaque hexagonal donné à ces sortes de noiiin- 
grammes. 

Si donc on veut constituer le transparent au moyen d’une matière 


x = u. fi, 

x H- y — 
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rigide ayant des bords parallèles aux trois index, on lui donnera 
la forme d’un hexagone régulier. 

L'orientation du transparent sera encore assurée au moyen de 
parallèles équidistantes à la direction de l’un des index ( 1 ), et son 
mode d’emploi ne différera pas de celui que nous avons précédem¬ 
ment indiqué pour les abaques à axes rectangulaires (n° 30). Nous 
croyons bon toutefois de le rappeler ici : 

Le transparent étant orienté , et son index I, passant par le 
point coté z , de la première échelle , on le fait glisser dans la 
direction de cet index (en appuyant une règle contre l’un de 
ses bords parallèles à I ( s’il est rigide) jusqu'à ce que Vindex I 2 
passe pat' le point z 2 de la deuxième échelle. L’index I 3 rencontre 
alors la troisième échelle en un point dont la cote est la valeur z :i 
demandée. 

32. Forme géométrique élémentaire du principe précédent. — 
Appelons A, B, G les points où les index I,, I 2 , I 3 rencontrent res¬ 
pectivement O JT, Op, Ot (fig. 35). 


Fig. 35. 



Les segments OA, OB et OC représentent, d’après le numéro pré- 


t 1 ) Pour assurer rigoureusement cette orientation, il suffit de tracer sur le trans¬ 
parent un index f 0 perpendiculaire à I,. Cet index étant mis en coïncidence 
avec Ox de façon que le centre du transparent marque le point coté z L sur cet axe, 
on applique une règle contre un des bords du transparent, parallèles à I,, et l'on 
fait glisser ce transparent le long de la règle jusqu’à ce que l’index I 2 passe par le 
point coté z % sur Oy. 
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cèdent, a/,, yxf ., et t u/ v On a donc 

OC = OA -+- OB, 

et comme ces segments ne sont autres que les projections de la dis¬ 
tance des points O et O 1 sur O#, O }' et O 5 , on voit que l égalité 
précédente exprime la propriété qui s’énonce ainsi : 

La projection d'an vecteur sur la bissectrice cVun angle 
de 120 0 est égale à la somme des projections de ce vecteur sur 
les côtés de cet angle.. 

Cette propriété est d’ailleurs géométriquement évidente. En effet, 
les droites O'À' et O B' étant également inclinées sur O t ( Jig , 36), 
le point C est le milieu de A B' et l’on a 

•2 OC = OA' h - OB'. 


Fig. 361 



On peut donc, par une marche inverse, partir de ce théorème tout 
élémentaire pour établir le principe des abaques hexagonaux. C’est 
d’ailleurs ainsi qu’a procédé M. Lallemand pour établir la théorie de 
ce genre d’abaque (*). 

La voie par laquelle nous j sômmes parvenus, un peu moins élé¬ 
mentaire sans doute, a toutefois l’avantage de rattacher plus intimc- 


(0 Voir le premier renvoi du n° 31. 
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ment cette théorie au corps même de la doctrine exposée dans cet 
Ouvrage et qui emhrasse la généralité des nomogrammes. 

33. Déplacement des échelles ( 2 ). — Si l’on se donne les limites 
des variables z { et z 2 auxquelles correspondent respectivement les 
points A, et B, d’une part, A 2 et B 2 de l’autre, les limites de z 3 en 
résultent, attendu que lorsque les index I, et I 2 passent respective¬ 
ment par A, et A 2 , l’index I 3 détermine sur la première échelle le 
point A 3 ; de même pour B 3 . On voit, en outre, en vertu du théo¬ 
rème énoncé ci-dessus, que l’on a 

A 3 B 3 == A ! B t -(- A2 B â . 

Les points cotés sur A, B, servent à déterminer la position de 
l’index I, dont la direction, perpendiculaire à A 1 B 1 , est fixe. Il 
résulte de là que si l’on déplace l’échelle A t B, dans cette direction 
pour la reporter en A) B), chaque point coté continuera à définir la 
même position pour l’index I, {fig. 36). 

La même remarque s’appliquant aux deux autres échelles, on voit 
que chaque échelle peut être déplacée d’une quantité quelconque 
normalement à sa direction. 

On pourra donc prendre pour supports des échelles (£,), (-s 2 ) 
•et (A 3 ) trois droites quelconques X, X, T parallèles aux axes O#, Oy 
et O t précédemment définis, c’est-à-dire constituant les côtés d’un 
triangle équilatéral. Il faudra toutefois rigoureusement observer la 
condition que les origines A), A 2 et A 3 des trois graduations se cor¬ 
respondent, c’est-à-dire qu’elles se trouvent simultanément sous les 
index I t , I 2 et I 3 . 

Nous sommes ainsi amenés au mode de construction suivant des 
abaques hexagonaux : 

Ayant choisi U'ois droites , X, Y et T formant un triangle 
équilatéral r et pris sur X un certain sens positif ', nous défi¬ 
nissons tes sens positifs sur Y et sur T par la condition qu'ils 
f assent avec le premier des angles ( comptés dans le sens trigo- 
nométrique positif) respectivement égaux à 120 ® et à 6 o°. 

Si a t et b { sont les valeurs limites de z t , a 2 et b 2 celtes de z 2 , 


( 2 ) Les remarques contenues dans les n os 33 et 34, faites par M. Lallemand à 
propos des abaque^ hexagonaux, s’appliqueraient aussi bien aux abaques du n° 31. 
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nous construisons sur X et avec un même module pc, d’ailleurs 
quelconque , les échelles des jonctions j\ et f- 2 entre ces limites; 

Fig. 3 7 . 



en faisant correspondre à a x et ci a 2 des points A { et A 2 quel¬ 
conques. 

Les perpendiculaires élevées à A. et à Y en A, et A 2 se coupent 
en un point dont la projection sur T est A 3 . Nous construisons 
alors sur T, toujours avec le module pi, F échelle de la fonction / : > 
en faisant correspondre le point A 3 ci Ici valeur a 3 telle que 

ji( a \.) - s r-fï{a 2 ) —f è (a d ), 

et nous la prolongeons jusqu'au point qui est la projection surT 
du point de rencontre des perpendiculaires élevées à X et à Y 
par les points et B 2 qui répondent aux valeurs limites b x et b> 
des variables z x et z 2 . * 

Remarque. — Bien n’empêchera, le cas échéant, s’il en résulte 
une meilleure disposition de l’abaque, de prendre, pour le support 
de l’une des échelles, une première droite jusqu’à une certaine 
valeur, puis une autre, parallèle à la première, à partir de cette valeur 
(■voir les figures 60 et 14 3 ) - 

34. F ractionnement des échelles. — Entre les limites a x et b^ 
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(l’une part, a- 2 et b. 2 de l’autre, prenons des valeurs intermédiaires 
quelconques c t et c 2 . 

Quatre cas peuvent alors se présenter : 


I. Zi est, compris entre ct c t z t entre a 2 et c 2 

H. ...... Z\ » cj et bi z% » « 2 et c ï 

III . 5i » ai et (fi » c 2 et b. 2 

IV . ^i » Ci et b{ z% » c 2 et b.. 


Nous pouvons dès lors, sur une même feuille de papier, cons¬ 
truire, d’après la règle qui a été donnée au numéro précédent, lés 
abaques correspondant à ces quatre cas, indépendamment les uns des 
autres, mais en conservant de l’un à l’autre la même direction pour 
les axes. 

Si l’on aligne sous une même position de l'index Ii les limites infé¬ 
rieures a, et C| des deux tronçons de la graduation et sous une 

même position de l’index I 2 les limites inférieures a 2 et c 2 des deux 
tronçons de la graduation (z 2 ), il en résulte que les limites infé- 


Fig. 38. 



rieures des quatre tronçons de la graduation (z :t ) sont aussi alignées 
sous une même position de l’index L, ( fig . 38). 

Il faut bien remarquer, d’ailleurs, que chacune des graduations (j :t ) 


d’oc AO NE 


G 
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des cas II etIII est formée de parties empruntées aux graduations {z :i ) 
des cas I et IV, puisque l’ensemble de celles-ci représente la gradua¬ 
tion complète allant de (a,, 6,) à (a 2l b 2 ). 

L’ensemble des quatre abaques, ainsi réunis sur le même tableau, 
équivaut à l’abaque unique construit précédemment, et, grâce à ce 
fractionnement, il occupe une place beaucoup moindre. 

En outre, le travail que représente l’établissement de cet abaque 
fractionné n’est guère supérieur à celui que comportait l’abaque 
unique. En effet, les deux échelles (s,), ou les deux échelles (z 2 ) 
respectivement mises bout à bout reproduiraient les échelles (z { ) 
et (z 2 ) non fractionnées; de même pour les deux échelles ( ) cons¬ 

truites pour les cas I et IV. Quant aux deux autres échelles (z 2 ), 
correspondant aux cas II et III, nous venons de voir qu’elles 
sont constituées par des parties empruntées aux deux précédentes. 
Une fois celles-ci construites, leur établissement représente donc un 
supplément de travail insignifiant, à savoir celui qu’entraîne seule¬ 
ment le report sur un axe d’tfne partie de graduation relevée sur un 
autre axe. 

Ici se place, d’ailleurs, une remarque essentielle : il arrive très 
fréquemment, en pratique, que les valeurs des deux variables indé¬ 
pendantes z, et z 2 , entre leurs valeurs extrêmes a, et b t , a 2 et ô 2 , 
ne s'associent pas d'une manière quelconque , mais que leurs 
variations simultanées, quoique indépendantes, sont de même 
sens .. 

Dans ce cas, on pourra trouver dans les intervalles de a { à b { 
et de a 2 à b 2 des valeurs moyennes c, et c 2 telles que z, et £ 2 leur 
seront ensemble respectivement supérieures ou inférieures. Dès 
lors, n’ayant jamais à associer une valeur de z, inférieure à c, à une 
valeur de z 2 supérieure à c 2 , et inversement, les combinaisons II 
et III ci-dessus ne se produiront jamais et la construction des 
échelles ( z 3 ) correspondantes devient inutile. 

La construction de l’abaque à échelles fractionnées ne représente 
alors pas plus de travail que celle de l’abaque à échelles non frac¬ 
tionnées. 

En tout cas, pour éviter qu’il y ait confusion dans la manière 
d’associer les divers tronçons d’échelles, on placera à côté de chacun 
d’eux certains signes, des chiffres romains par exemple, ou des 
marques de couleurs diverses, se référant aux abaques partiels dans 
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lesquels il intervient, de sorte qu’on n’aura pour chaque lecture 
qu’à associer trois tronçons portant le même signe. 

On pourrait aisément généraliser ce qui précède, et supposer que 
l’on fractionne les échelles (z { ) et (z 2 ) respectivement en n t et n 2 
tronçons, ce qui conduirait à construire n t n 2 tronçons d’échelle (^ 3 ), 
à moins que la remarque précédente ne s’appliquât; mais une telle 
généralisation, théoriquement sans difficulté, est pratiquement sans 
intérêt : il est donc inutile d’j insister. 

Il arrivera, au contraire, très fréquemment, qu’il n’y aura lieu 
de fractionner que l’une des échelles (£<) et {z 2 ) r . l a seconde, par 
exemple. 

Il suffit, pour tomber sur ce cas, de supposer dans ce qui précède 

? 

35. Exemples : i° Cinquième type d'abaque de multiplication. — L’équa¬ 
tion de la multiplication étant mise, comme au n° 27, sous la forme 

log-Sj -1- log^2 = lûg S3, 

Fig. 3 9 . 



on voit que l’abaque hexagonal correspondant, emprunté à M. Lallemand, 
se construira immédiatement suivant le mode indiqué au n° 34, les trois 
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échelles fonctionnelles étant ici de simples échelles logarithmiques données 
par un même étalon. C’est la un cas où se manifeste bien nettement l’avan¬ 
tage signalé dans le premier alinéa du n° 31 . 

Sur l’abaque de la figure 39, les échelles de ( 5 t ) et de (z 2 ), à côté desquelles 
on lit la lettre A, ont été l’une et l’autre fractionnées au point 3 , et leurs 
seconds tronçons B ont été disposes de telle sorte que, pour le tronçon de 
1 échelle (s 3 ) correspondant aux tronçons B, les points de division soient les 
mêmes que pour le tronçon de cette échelle (z- à ) correspondant aux tron¬ 
çons A. Pour qu’il en soit ainsi, il a suffi, ayant pris le point 1 du premier 
tronçon AA de l’échelle (-s 3 ), d en faire le point 10 du deuxième tronçon BB. 
Le point 9 de ce deuxième tronçon s’est dès lors trouvé déterminé, et il a 
suffi de placer les points 3 des tronçons B de (Zj) et de (^2) sur les parallèles 
aux index C et i 2 menées par ce point 9. 

Associant ensuite le tronçon A de l’une des échelles avec le tronçon B de 
l’autre, on a obtenu, vu I identité de ces échelles, le même tronçon AB cons¬ 
titué par la partie 3 à 10 de AA et la partie io à 3o de BR, mises bout à bout, 
le point 3 se trouvant sous la position de l’index 1 3) quand les index \ { et I, 
passent respectivement par les points 1 et 3 d’un tronçon A et d’un tronçon B 
conjugués. 


ü° Corrections dynamiques de niveau. — Les corrections d’altitude r ti et 
de latitude r j2 , exprimées en décimillimètres, qu’il faut faire subir à une diffé¬ 
rence brute de niveau d, exprimée en mètres, pour obtenir la différence cor¬ 
respondante de niveau dynamique, sont données par 

7]i = — 0,OOI9C?H, 

r i2 = — 26 d cos 2 A, 

H étant l’altitude moyenne exprimée en mètres, X la latitude moyenne 
exprimée en grades. 

Remarquons que, sauf le cas très exceptionnel de régions situées en contre¬ 
bas du niveau de la mer (pour lesquelles H est négatif), la correction d’alti¬ 
tude 7), est de signe contraire à la différence de niveau. 

En outre, la correction de latitude r i2 doit être prise avec le signe de la 
différence de niveau ou le signe contraire, suivant que la latitude X est supé¬ 
rieure ou inférieure à 5 o G . 

Nous sommes ainsi amenés à négliger les signes des seconds membres et. 
par suite, à prendre la même valeur de r j2 pour deux valeurs de X supplé¬ 
mentaires, ce qui montre qu’il n’y aura lieu de faire varier X qu’entre o 
et ioo G . 

Cela posé, pour traduire ces formules en abaques hexagonaux, il suffira de 
les éci'ire 

logd 4- logH -4- logo,0019 = log | 7 J [, 
loge/ -l- log cos2X -+- log26 = log| r i’ |- 



Latitu des 
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Fig. 4 o. 
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m 

pour la seconde : 

Sur l’axe X, l’échelle x — jalog d, 

» Y, » y — p.(log cos aXlog'26), 

»• T, » t = p. log | y 2 |, 

\j. étant un module quelconque. 

Ou voit que. de l’un à 1 ’autre abaque, les échelles portées sur X et sur-T 
sont les mêmes. On pourra donc les prendre en commun, et construire parallè¬ 
lement l’une à l’autre les deux échelles (H) et (À) portées sur les axes Y. 

En outre, on pourra fractionner l’échelle (d) commune au point d — 10, en 
faisant coïncider le point 10 du second tronçon avec le point 1 du premier, ce 
qui entraînera de même la coïncidence de tout point 10 d du second tronçon 
avec le point d du premier. 

D’ailleurs, les corrections r lX et r ;2 étant proportionnelles à d , le tronçon 
correspondant de l’échelle (r\ t , v) 2 ) s’obtiendra simplement en multipliant 
par 10 les cotes des points du premier tronçon (*). / 

C’est ainsi qu’a été obtenu l’abaque de la figure 40, emprunté à M. Lalle¬ 
mand ( 2 ). 

Pour éviter toute confusion, on a souligné les cotes des seconds tronçons 
des échelles (d) et (vp, y) 2 ). 

Le mode d’emploi de l’abaque, moyennant cette distinction des deux tron¬ 
çons des échelles (d) et (r^, t} 2 ), se résume donc en ceci : 

Le transparent étant orienté , et son index 1 1 passant par le point coté d 
de la première échelle, on le fait glisser dans la direction cle cet index 
de manière ci amener son index I 2 à passer successivement par les points 
cotés II et X des secondes échelles ( verticales ); dans ces deux positions, 
l’index I 3 donne sur la troisième échelle d abord puis r J2 . 

On trouvera plus loin (n° 111 ) une autre application de la méthode des 
abaques hexagonaux dans le cas des équations à trois variables. 

IV. — Anamorphose générale. Nomogrammes généraux 

à lignes concourantes. 

36. Principe de d anamorphose générale. —. L’idée de l’ana¬ 
morphose, développée dans les paragraphes précédents, conduit tonl 
naturellement à la généralisation que voici : 

A chacune des variables z i et z* faisons correspondre un système 
de courbes cotées quelconques. Si nous associons les couples de 


ï 1 ) On reconnaît là une application du principe des multiplicateurs correspondants 
(iv 20). ' 

(-) Nivellement de haute précision (tirage à part), p. 3i. 
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valeurs de el z 2 conduisant, en vertu de l’équation proposée, à une 
même valeur de z 3 , el que nous prenions les points de rencontre des 
courbes cotées correspondantes, ces points seront distribués sur une 
courbe à côté de laquelle nous pourrons inscrire la valeur de z 3 consi¬ 
dérée. En répétant cette opération pour une série de valeurs de z 3 
nous obtiendrons un système de courbes cotées pour cette variable, 
cl ce système, joint à ceux qui ont été arbitrairement choisis pour z, 
et z 2 , constituera un nomogramme à lignes concourantes de 
Inéquation proposée. 

En un mot, toute équation à trois variables peut être repré¬ 
sentée au moyen de trois systèmes .de courbes cotées dont deuy 
arbitraires , trois courbes prises respectivement dans chacun de 
ces systèmes étant correspondantes lorsqu’elles concourent en un 
même point. 

On peut se demander s'il y a pratiquement intérêt à envisager une 
telle généralisation. Or, on conçoit a priori la possibilité de repré¬ 
senter uniquement au moyen de droites et de cercles certaines équa¬ 
tions auxquelles n'est pas applicable l’anamorphose de Lalanne. Cette 
considération suffit à faire ressortir l’intérêt qui s’attache au principe 
général ci-dessus, qui a été rencontré par Massau, ingénieur au 
corps belge des Ponts et Chaussées ( 1 ), lorsque cet auteur a cherché 
à généraliser l'anamorphose de Lalanne en constituant le canevas de 
l'abaque au moyen non plus de deux systèmes de droites parallèles, 
mais de deux systèmes de droites quelconques , ainsi qu’on le verra 
plus loin ( n° 41 ). 

Avant de donner l’expression mathématique de ce principe général, 
nous croyons utile de dire quelques mots des systèmes de courbes 
cotées. 

37. Systèmes de courbes cotées. — Soit l’équation 

où 5 désigne un paramètre arbitraire, x et y des coordonnées ponc¬ 
tuelles quelconques, généralement des coordonnées cartésiennes. 


( 1 ) Mémoire sur /'intégration graphique et ses applications , paru dans les 
Annales de l'Association des Ingénieurs sortis des Écoles spéciales de Gand 
(Liv. III, Cliap. III, § 2); i88' h 
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A chaque valeur de c- correspond une courbe, et, lorsqu’on fait 
varier ce paramètre de —ooà—j—oc, on obtient un système simple¬ 
ment infini ou faisceau de courbes. 

Supposons que, faisant varier s par échelons égaux entre les 
limites a et &, nous construisions la partie de chacune des courbes 
correspondantes comprise ci l’intérieur d’une certaine aire A en 
ayant soin d’inscrire à côté de chacune d’elles la valeur correspon¬ 
dante du paramètre z\ nous obtenons ainsi un système de courbes 
cotées (z) ( 1 ). 

Toutes ces courbes sont tangentes à une même courbe, leur enve¬ 
loppe, dont l’équation est le résultat de l’élimination de 5 entre les 
équations 


Mais, outre que la partie de cette enveloppe,, qui est tangente aux 
courbes tracées, se trouve généralement en dehors de l’aire A, il 
faut remarquer que, sauf dans le cas où les courbes cotées sont des 
droites, elle n’offre aucune utilité pratique. 

Si l’on est conduit à envisager une valeur de ; autre que celles qui ont 
servi à la construction du système, on doit se figurer entre les «ourbes 
effectivement tracées les plus voisines, celle qui répondrait à cette 
valeur de z, en se laissant guider par l’allure des courbes environ¬ 
nantes. Cette interpolation à vue est, on le voit, assez délicate et la 
précision qu’elle peut donner dépend bien évidemment de l’habitude 
qu’en peut avoir le lecteur. 

Lorsque, par la suite, nous parlerons des courbes cotées d’un sys¬ 
tème, on devra entendre par là non seulement celles qui seront effec¬ 
tivement tracées sur le tableau, mais encore celles qu’il est possible 
de leur adjoindre par une interpolation à vue. 

Il convient d’observer que la construction d’un système de courbes 
cotées ne comporte pas, en général, à beaucoup près, un travail équi¬ 
valent à la somme de ceux qu’exigerait la construction des courbes 
qui le constituent, prises indiciel licitement. Il arrive, en effet, 

(') Rappelons, ainsi que nous l’avons déjà dit au n° 16, que ces courbes ont éga¬ 
lement reçu le nom de courbes d’égal élément (Lalanne) et de courbes isoplèthes 
( Vogler et Lalanne). Nous nous en tenons au terme plus simple et plus expressif de 
courbes cotées . 
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presque toujours que, une fois l’une de ces courbes obtenue, le tracé 
des autres s’en déduit avec une grande facilité. On peut citer, à ce 
point de vue, comme particulièrement caractéristique, l’exemple des 
systèmes de courbes qui se rencontrent plus loin aux n os 104 et 105. 

38. Systèmes de droites , du premier degré (*). — Si l’équation 
d’une droite contient algébriquement le paramètre z au degré n, elle 
définit un système de droites, du /ï ième degré. De telles droites 
admettent en général une enveloppe de classe /î, puisque, à un 
couple de valeurs données pour x et y, correspondent n valeurs de ^, 
ce qui montre que, par tout point, on peut mener n tangentes, réelles 
ou imaginaires, à l’envelope du système. 

Les cas les plus intéressants sont ceux de n — i et n = 2 , pour 
lesquels l’enveloppe se réduit respectivement à un point et à une 
conique. 

Considérons d’abord un système de droites (z), du premier degré. 
Son équation est de la forme 

(i) U h- £ V = o, 

où U et V sont des fonctions linéaires en x et y. 

As = oet5=oc correspondent respectivement les droites U = o 
et V = o, représentées sur la figure 4i par AB et AÇ. 


Fig. 4i 



To ute autre droite (z) ou AM du système passera par le point de 
rencontre A de ces deux premières droites. 

Si l’on remplace U et Y par leurs valeurs développées en x et y, 


( 1 ) L’étude des systèmes de droites du premier et du deuxième degré a été faite, dans 
le Mémoire cité de Massau, d’une façon un peu différente. 
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on voit que l’équation (i) renferme, sous forme homogène, six coef¬ 
ficients. Il faut donc cinq conditions pour définir le système. La 
connaissance du point A équivaut à deux conditions. Il faudra donc 
connaître les cotes de trois droites menées par ce point pour que la 
détermination géométrique du système soit complète. 

Coupons ce système par une droite BC quelconque. L’équation (i), 
conservant la même forme pour un changement quelconque des axes 
de coordonnées, nous pouvons, sans nuire à la généralité, supposer 
que cette droite BC se confond avec l’axe des x. Alors, pour avoir 
l’échelle déterminée sur cet axe par le système (A), il suffira de faire 
y —o dans (i), ce qui donne l’équation d’une échelle homogra- 
phique (n° 7 ). 

D’après ce qui a été vu en cet endroit, on peut construire géomé¬ 
triquement une telle échelle lorsqu’on en connaît trois points. En 
particulier, on peut se servir des points B (z — o) et C(s = oo), 
auxquels on adjoindra le point de rencontre M d’une droite quel¬ 
conque (A) du système avec.la droite BC. 

Rappelons quelle est la construction donnée au n° 7 : si, par le 
point M, on mène la parallèle MB à AC, l’échelle métrique ayant son 
point (o) en IL et son point ( 2 ) en M, projetée à partir de A sur BC, 
donne, sur cette droite, l’échelle demandée. O 11 peut donc dire que 
le faisceau cherché détermine sur toute droite parallèle à AC une 
échelle métrique. 

39. Systèmes de droites , du second degré. — Un tel système est 
défini par une équation de la forme 

U-h^V-l--z 2 W=o, 

où U, Y, W sont des fonctions linéaires en x et y. 

As = oet 2 = oo correspondent respectivement les droites U = o 
et W = o, représentées sur la figure 42 par AB et AC. Soit, en outre, 
BC la droite V = o. 

L’enveloppe du système a pour équation 

V 2 — 4UYV = o. 

C’est donc une conique T tangente à AB et AC en B et en C, 

L’équation ( 1 ) renferme, sous forme homogène, neuf coefficients. 
Il faut donc huit conditions pour définir le système. La connaissance 
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de la conique F équivaut à cinq conditions. Il faudra donc, si elle est 
donnée, connaître, en outre, les cotes de trois de ses tangentes pour 
que la détermination géométrique du système soit complète. La 
conique" F sera d’ailleurs définie si l’on a ses points de contact avec 
trois des tangentes cotées données. 


Fig. 42. 



En particulier, lorsque les droites AB, AG et BC ont été cons¬ 
truites, on connaît, par le fait, deux tangentes cotées AB(^ = o) et 
AG (s = 00 ) avec leurs points de contact B et C. 11 suffit alors de 
construire une autre droite quelconque MN de cote z pour que le 
système soit géométriquement défini. 

Quatre droites quelconques du système, prises avec leurs cotes, 
équivalant à huit conditions, permettront également de construire le 
système. 

Cette construction repose, dans tous les cas, sur le théorème sui¬ 
vant : Les points de rencontre , pris avec les cotes correspondantes , 
de tontes les droites du système avec Lune quelconque cVentre 
elles forment une échelle homographique . 

En effet, les points de rencontre des droites du système défini par 
l’équation (Y) avec la droite dont l’équation est 

( 2 ) _ U H- Zq Y H- 3 q W = O 

se trouvent sur les droites du système 

(3) . ■V-t-(s-t-*o)W = o, 

dont l’équation s’obtient par soustraction de ( 1 ) et ( 2 ), et comme ce 
système est du premier degré, l’échelle qu’il engendre sur la droite ( 2 ) 
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est linéaire. Le point coté z 0 sur cette échelle est évidemment son 
point de contact avec la conique T. 

En particulier, les échelles situées sur AB et sur AC sont données 
l une par ~ 

(4) ' U = o avec V + ;W = o, 
l’autre par 

(5) W —o avec U + sV = o. 

Si l’on connaît quatre droites cotées du système, on a, sur chacune 
d’elles, par sa rencontre avec les trois autres, trois points de l’échelle 
homographique correspondante. On peut donc construire cette 
échelle (n° 1 ), Après en avoir ainsi obtenu deux, il suffit de tirer des 
droites entre leurs points de même cote pour avoir le système 
demandé. 

Revenons au cas où l’on a tracé les droites AB, AC, BC et une 
droite MN.de cote quelconque .z dans le système. 

L’échelle linéaire sur AB est définie par les points B(o), M(A) 
et A(oo); celle sur AC par les points A(o),vN(s) et C(oo). 

Si nous menons par M la parallèle MB' à AC et que nous construi¬ 
sions sur cette droite l’échelle métrique ayant son point (o J en B' et 
son point (5) en M, il nous suffira de projeter cette échelle à partir 
de C sur AB pour avoir l’échelle située sur cette droite. De même 
l’échelle située sur AC s’obtiendra par projection à partir de B de 
l’échelle métrique construite sur la parallèle NA' à BC et ayant son 
point (o) en A' et son point (z) en N. 

Le point E où la droite (z) touche son enveloppe T est défini par 
l’équation (1) et sa dérivée par rapport à -z - 7 

(6) . Y 4 - 9.zW = o. 

Cette dernière, équation, multipliée par ^ et retranchée de (1), 
donne 

(7) u + £v-o. 

Le point E se trouve donc à h intersection des droites définies 
par (6) et (7). Or, la comparaison de ces équations avec ( 4 ) et ( 5 ) 
montre que la première représente la droite qui joint le point C 
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au point coté 2z sur l’échelle de AB, et la seconde la droite qui 
joint le point B au point coté - sur l’échelle de AG. De là une facile 
construction du point E lorsque ces deux échelles ont été obtenues. 

Remarque. — Pour qu’une échelle homographique devienne 
métrique, il faut que son point coté (00) soit à l’infini. Il n’y aura 
donc, en général, qu’une droite d’un système du second degré sur 
laquelle les autres détermineront une échelle métrique, à savoir celle 
qui sera parallèle à la droite cotée (00), c’est-à-dire la tangente à la 
conique T parallèle à AC. Toutefois, si la droite (00) est tout entière 
transportée à l’infini, ce qui a lieu lorsque W se réduit à une cons¬ 
tante , auquel cas la conique T est une parabole, les échelles de 
toutes les droites du système sont métriques. La conique T peut 
d’ailleurs être une parabole sans que sa tangente cotée (00) soit pré¬ 
cisément celle qui est située à l’infini. 

40 . Nomogramme général ci trois systèmes de courbes concou¬ 
rantes. — Considérons les trois systèmes de courbes cotées définis 
respectivement par les équations 

(-1) A (a?, y, Sx) = o, 

( -2) /2O, jk, s 2 ) = o, 

Os) / 3 (>, y, z z ) = o. 

Si trois courbes prises respectivement dans ces systèmes con¬ 
courent en un même point, leurs cotes sont liées par l’équation 

(h) ^123 = 0, 

obtenue par élimination de x et y entre les trois éqüations précé¬ 
dentes, et cela, bien entendu, quelle que soit l’espèce (cartésiennes, 
polaires, etc.) des coordonnées x et y. 

L’ensemble des trois systèmes (z t ), (z 2 ) et (s 3 ) constitue donc un 
nomogramme de l’équation (E), dont le mode d’emploi tient dans ce 
simple énoncé : 

La valeur de la variable prise pour inconnue est donnée par 
la cote de la courbe du système correspondant , qui passe par le 
point de rencontre des courbes cotées au moyen des valeurs des 
deux autres variables dans les systèmes correspondants. 
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On voit que si l’équation (E) est donnée, on pourra choisir arbi¬ 
trairement deux des trois équations de courbes cotées, les deux pre¬ 
mières, par exemple, la troisième s'obtenant par l’élimination de z { 
et z o entre celles-ci et l’équation (E). 

Mais, et c’est là un point essentiel, il faudra à la fois que les équa¬ 
tions (^| ) et (z-y) qu’on se sera données et l’équation (s 3 ), obtenue 
comme on vient de le dire, représentent des courbes réelles. 

Lorsque, sous cette condition, on formera les équations (s,), 
(z 2 ) et ( s 3 ), qui, par élimination de a? et de y, devront redonner 
l’équation (E), on pourra dire que l’on opère la disjonction des 
variables. 

Il faut, en outre, remarquer qu’en pratique les variables z t et z 2 
prises comme variables indépendantes auront des limites a K et b K 
pour l’une, a 2 et b 2 pour l’autre. On commencera donc par construire 
les courbes correspondantes ( a { ) et (b t ) du premier système, (ci 2 ) 
et (b->) du second {fig. 43 ). Ces courbes détermineront un quadri- 


Fig. 43 . 



latère curviligne, et il ne sera, bien entendu, nécessaire de construire 
les diverses courbes (s,), (z 2 ) et (z 3 ) qu’à l’intérieur de ce quadri¬ 
latère. Toutefois, si ces courbes sont des droites ou des cercles, dont 
le tracé ne coûte pas plus de peine quand on l’étend davantage, on 
pourra, en vue par exemple d’une plus grande netteté dans l’ins¬ 
cription des cotes, les prolonger au delà des limites qui viennent 
d’être définies. 
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Remarquons enfin qu’il pourra y avoir lieu de pratiquer l’inter¬ 
polation dont il a été question au n° 37 pour une, pour deux des 
variables, ou même pour les trois à la fois. L’opération mentale, qui 
consiste à se figurer, au milieu des courbes effectivement tracées, les 
trois courbes correspondant aux deux données et à l’inconnue, exige 
alors quelque attention et fournit des résultats dont la précision 
dépend évidemment de la plus ou moins grande habitude du lecteur 
et de la justesse de son coup d’œil. 

On voit immédiatement comment les méthodes déjà exposées 
résultent du principe général ci-dessus. 

Il suffit de prendre pour équations ( z , j et ( z - 2 ) 

( S l) x — Ui .3 1 , 

( z *) y — \ x i * 2 , 

4 

pour obtenir comme équation (s 3 ) 


(*■*) 


, x y 

F 123 ( — > — » ^3 1 = O. 
; j i [j-2 


C’est la méthode cartésienne (n° 16). 

Si l’équation (E) est de la forme 

fi 3 -y fi th -t-/ 3 = o, 


on n'a qu’à prendre pour équations ) et (zf) 

<-®i) # = \ J -ifu 

< zi ) y = y 2 f 2 , 

pour avoir comme équation (s 3 ) 

(Z *) ~7~ S 3 “t" ~~ h 3 "t* f i = O. 

M-l K 2 

On retrouve ainsi la méthode de Vanamorphose simple (n° 23). 
Voyons maintenant quelle nouvelle extension de l’anamorphose 
peut résulter du principe général qui vient d’être indiqué. 


41. Nomo grammes à droites concourantes. — L’anamorphose 
ordinaire avait pour objet, en substituant à un quadrillage métrique 
un autre quadrillage, de transformer un système de courbes cotées, 
dessiné sur le premier, en un système de droites sur le second. 
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Supposons maintenant qu'au lieu d’un quadrillage nous construi¬ 
sions un réseau formé de deux systèmes de droites quelconques et 
que, dans ces conditions, les courbes cotées correspondant à la troi¬ 
sième variable soient aussi des droites quelconques. 

Nous voyons que nous aurons alors pour les systèmes (s,), (^ 2 ) 
et (x-;j ) des équations de la forme 

s* 

Oi) • r /i + 7^i+ hi — o, 

(> 2 ) x f<!.-+■ y gï hz = o, 

(* 3 ) xfi + ygi-yh z =o. 

L’élimination de x et y entre ces trois équations nous donne 
l’équation représentée qui peut s’écrire 


(E) 


fl g 1 

f ï gï 
fz gz h % 


— O. 


Si donc une équation est susceptible de revêtir cette forme, on 
pourra immédiatement effectuer la disjonction des variables par les 
équations (.£*)? (s 2 ) et (^ 3 ) ci-dessus, et, en construisant les trois 
systèmes de droites définis respectivement par ces équations, on aura 
constitué un nomogramme à droites concourantes pour l’équa¬ 
tion (E). 

Les nomogrammes de cette espèce ont été envisagés pour la pre¬ 
mière fois par Massau ( 1 ). 

Le problème qui consiste à reconnaître d’une façon absolument 
générale qu’une équation F 12 3 =o quelconque est susceptible de 
prendre la forme du déterminant ci-dessus est un problème difficile 
d’Analyse dont il sera dit un mot plus loin (Premier renvoi du n° 57). 
En pratique, on peut, en général, donner immédiatement à l’équation 
considérée une forme telle que 


Posant 


fl F 2 3 “L g 1 G 23 +H 23 =0. 

G 9?, 


f 2 3 

X — TT , 


i4 1 y h ? 

23 1123 

on n’a qu’à éliminer successivement z ;) et z 2 entre ces deux équa- 


( l ) Intégration graphique , Livre III, Chap. III, g 2. 
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tions. Si les équations résultantes ainsi obtenues sont linéaires en x 
et y et s’écrivent 

xfi + ygi-^ o, 

h 3 = O, 

il suffit de les joindre à 

pour que la disjonction soit effectuée sous la forme voulue ('). 

42. Type d : équation représentable par droites concourantes , 
à deux systèmes superposés. — Ce type d’équation, rencontré par 
Massau, est de la forme 

0) ( m i/i n i) ('^2/2+ ^2)/•*■+■ (pifi ■+• Çi) ( Pîfï h— qï)gi 

■+* •+• s i) Si)h-j = 0, 

où les coefficients m,, /?,, m 2 , . . ., /' 2 , s 2 sont des constantes. 

Puisque nous sommes libres de choisir les équations (s,) et (s 2 ) 
(n° 40), prenons celles qui résultent de l’élimination de jf 2 d’une 
part, de f { de l'autre, entre les équations 

( 2) r _ ( 2hJ ±±_) ( mifi±yï } , v _ (£i/ujigi)Ç£gAjigi) 

( 7 1.A ■+" S 1 ) J 2 ) ( 7 l./l *+■ 5 1 ) ( r ïjî -t- $ 2 ) 

L’équation (s 3 ) sera alors 

(^3) x f-i+ygs+ /<3== o. 

formons les équations (.s, ) et (s 2 ) ainsi qu'il vient d’être dit. Par 
un calcul qui n’offre aucune difficulté, puisque chacune des équa¬ 
tions ( 2 ) est du premier degré par rapport soit à /,, soit à/ 2 , nous 
obtenons 

/. X />***—/•*9* , /’îrtî-niji, . , m,qz— n iPi 

/Wi/i-4 ~n x p y x -^ qy S t-s, ’ 

—^‘îyi m 1 cp—n 1 p 1 

rn > Jî H- /l 2 Pîfl^r q * T /-,/,+ j, 


O k 11 indiquant dans notre brochure 0.4 ( p. i4) ce procédé de disjonction, nous 
le donnions comme d’un usage « assez fréquent dans la pratique ». A. la vérité, 
nous n’avons pas encore rencontré de cas où il ne puisse pas s’appliquer. 

D ? OC AG i\E 
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9 « 

Ces deux dernières équations définissent des systèmes de droites du 
second degré. 

U équation (1) ci-dessus est donc représentable par trois sys¬ 
tèmes de droites dont deux nécessairement du second degré. 

Mais il y a plus : Ces deux systèmes du second degré admettent 
pour enveloppe la même conique. 

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que les droites (^,) et (z 2 ) 
coïncident deux à deux, c’est-à-dire que, quel que soit z {) on peut 
déterminer de façon que les droites (z { ) et (z 2 ) coïncident. La 
vérification directe de ce fait exigerait des calculs très compliqués; 
elle devient fort aisée grâce à l’artifice suivant : 

Rien n’empêche, pour la construction de l’abaque, de substituer 
aux fonctions f\ et f\ les fonctions/' et f \ définies par 




m i fi H~ n 1 
ri/t h - Si 


71% 2 f 2 “4 — Th 2 

T‘2^2 ” 4 “ S2 


U11 calcul facile montre que 


P1./1+ 9 \ 

r \fi “H *'l 


= P\f[ 


q\ 


avec 


Pyfydl Ll 

r ijï s ï 


— p'-ifi + q 2 


avec 


'' _ 

q 1 r 1 — 


Pi — 

H\ /’i 

niiSi ’ 


mp\ — 

m x q\ 

9 \ ~ 

n\ri — 

nii 


qï 7 ’2 — 

P 2 S 2 

P 2 — 

71 2 /*2 - 

m 2 s 2 

rt ! _ 

7% 0 p 2 — 

m^q-2 

Q 2 “— 

11 2 /’2 — 

■ m%s 2 


Dès lors, les équations (/,) et (z 2 ) deviennent 


(*V) 


W 


A 

p\ X 

TT 


■ y 

p'i fi q\ 
v_ 

p'ïJ-i •+■ q '-2 


4 - q '. 2 = o, 
+ q\ = o. 


Ces équations représenteront une même droite si l’on peut avoir à 
la fois 

p'i A _ i Pt A ~ q'-ï — il. 

~ p\fx + q\ q'i 


Or, ces deux égalités se réduisent évidemment à une seule : 
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Tl suffira donc que f \ et /' 2 satisfassent à cette équation pour que 
les droites (^') et (/ 2 ) coïncident. Autrement dit : 

Si J\ et f. 2 son t liés par la relation 

s 1 Pi nt\ f‘1 — tï\ /’î (j 2 — s»p2 ni2/2 "H n% 

«l/>i /'l/l -h Si /«2^2- HiPz /’2 “4“ S j 

les droites (z { ) et (z 2 ) coïncident. 

Ainsi donc, les systèmes (s ( ) et (s 2 ) seront constitués par les 
mêmes droites (tangentes à une certaine conique) affectées de cotes 
différentes. Il n’y aura évidemment, pour éviter toute confusion, 
qu’à distinguer les cotes *se référant à l’un ou à l’autre système au 
moyen d’un signe quelconque (indice, accent, tiret, trait de cou¬ 
leur, etc.). Il arrivera d’ailleurs souvent que la portion utile de 
chaque système ne comprendra pas les mêmes droites. On aura dès 
lors affaire à deux groupes distincts de tangentes à une même conique 
et il sera superflu d’affecter leurs cotes de signes particuliers. 

43. Transformation homographique d'un nomogramme à 
droites concourantes . — Les lignes, droites ou courbes, qui, par 
leur concours, constituent un nomogramme, peuvent évidemment 
être soumises à une transformation ponctuelle- quelconque, pourvu 
que leurs cotes se conservent. 

En particulier, la transformation homographique la plus générale, 
avec laquelle toute droite donne une droite, sera applicable à tout 
nomogramme à droites concourantes. 

Pour obtenir l’expression analytique de cette transformation, il 
suffit de multiplier l’équation mise sous la forme 

fi Pi hi 

( E ) f t g 2 hi — o 

f z g 3 h 3 

par le déterminant 

X [* v 
D = V g v' 

X" /' v" 

où les lettres X, jr, v, X', t/, . . ., v" désignent des nombres quelconques, 
mais tels que D soit différent de zéro. 

La règle bien connue de la multiplication des déterminants montre 
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que l’équation s’écrira alors 

X/t + v hi Vfx -+- g' g i H- '/ h\ X"/i H- g" g i -+- v ff /i t 

XA ■+■ ' J -^2 - 4 - v h% X’j^ ■+■ g'g 2 — 1 - h^ CJ 2 ■+■ ! J - gt H - y ^2 =o. 

Xy* 3 + g g:i g- V h 3 i\fz -H g' g 3 “V , /*3 X’jf 3 g g'z H - 3 

Elle sera, par suite, représentable par les trois systèmes de droites 

) x ( X/i + ’-^o i+ '■* Xi ) y ( X ’/’i -+- jj/ -f- '/ /( ; ) -+- j\ -+- g"g \ H- v ff h\ — o, 

( ( XjXj “H [A ^2 ■+• V ) “H y ( X’jéj H - g' gï "t" h 2 ) -+- 'h!' -I - g" g î “H v ' h% = O, 

( ~*3 ) K ( X/3 -+- - 4 “ y ( y,/X ■+• g' g Z -+- v' h 3 ) + X jéj H- p/' ^3 -h h z ~ o. 

Ainsi les nombres A, y, . . ., v" étant astreints à la seule condition 

que leur déterminant D soit différent de zéro, les trois dernières 
équations écrites définissent un nomogramme à droites concou¬ 
rantes pouvant servir à représenter Véquation (E) ci-dessus. 

On peut d’ailleurs prendre pour fonctions f { , g t , . . ., /i 3 celles 
qui correspondent à un quelconque des nomogrammes à droites 
concourantes de l’équation proposée. Lors donc qu’on aura réussi à 
former l’un de ceux-ci, on aura du même coup obtenu tous les autres, 
pouvant s’en déduire homographiquement, avec conservation des 
mêmes axes de coordonnées. 

Exemples : i° La première variante du second type d’abaque de multipli¬ 
cation (fi g. 2 *) est constituée par les droites 


Z\X — io^c = o, 

OC Z 2 :=: O, 

107 — ^3=0, 

qui conduisent, pour l’équation 

z \. z ï ■— %z — o 

de la multiplication, à la forme 

z 1 — 10 o 

1 o z 2 — 0 . 

o 10—^3 
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d’où les équations 

z x x (Zi — \0)y = o, 

x h- y — s-2 = o, 
\oy — s 3 =o, 


qui définissent précisément la seconde variante ( fig . :i 3 bis). 

Une simple permutation des colonnes du premier déterminant le trans¬ 
forme en 

— io o i 


d’où les équations 


o — z 2 z i 
io —z 3 o 


= O, 


— 10 X -h Zi = o, 

\oœ — z^y — o, 


qui définissent un abaque du troisième type ( fig. 28). 


2 0 Un.abaque de l’équation 


/1+/2 — fi 


étant constitué par les systèmes de droites dont les équations sont 

x — fi = o, 

y — f,= o, 

x +y —J 3 = 0 , 


on voit que l’équation peut se mettre sous la forme 


1 » —/1 
01 — / 2 

1 1 ~h 


= o. 


Multipliant ce déterminant par 


t 

1 -o 

2 



2 

o 0 0 
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nous obtenons, par la règle ci-dessus rappelée, 



I 

O 

— A 


1 


—Â 


2 

2 


1 

y/3 

— A 


2 

2 

J & 

qui nous donne les systèmes de droites 




X — 


~x-hy\/ 3 — 2/ 2 = o, 

,r y y /3 — 2/3 — o. 

Nous retombons ainsi sur les abaques [hexagonaux. Les trois 
droites dont les équations sont ici écrites, qui font avec Ox respec¬ 
tivement des angles de 90°, 6o° et 120°, sont, en effet, à des distances 
de l’origine égales à j \, f 2 et/ ;î . 

44 . Quadrilatère limite. — On vient de voir comment, lorsqu'on 
conserve les mêmes axes de coordonnées, l’application du principe 
de l’homographie permet d’engendrer toute une série de nomogrammes 
à droites concourantes pour une équation donnée. 

On peut, en particulier, se proposer de faire en sorte, par ce moyen, 
que le quadrilatère limitant la partie utile d’un tel nomogramme 
coïncide avec un rectangle qu’on se sera donné d’avance. 

Ce quadrilatère ABCD est formé par les droites correspondant aux 
valeurs limites #, et b t , a> et b> des variables considérées comme 
indépendantes et z 2 ( 1 ). 

Pour remplacer ce quadrilatère déjà construit par le rectangle 
A B C D , il suffit d’effectuer géométriquement la transformation 
homographique de la figure en faisant respectivement correspondre 
aux points A, B, C, D les points A', B', G', D'. Cette construction 
peut être réalisée ainsi qu’il suit (-) : 

(>) Il arrive fréquemment, en pratique, que les valeurs utiles a à et 6 3 , entre 
lesquelles reste comprise la variable z 3 , tombent entre les valeurs limites théoriques 
définies par les cotes des courbes extrêmes du système passant à l’intérieur du qua¬ 
drilatère ABCD. 

( 2 ) Ce mode de construction très élégant a été proposé par M. Farid Boulad 
{Association française pour l’acancement clés Sciences, Congrès de Toulouse, 1910? 
p. 35 ). 
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Les figures § et §' définies par les quadrilatères ABCD et A B C D 
étant homographiques peuvent être mises dans une position relative 
telle qu elles deviennent homologiques. Il suffit de déterminer le 
pôle et l’axe de cette homologie. Supposons la position voulue 
réalisée (fig- 44 )* La droite IJ qui joint les points de rencontre des 



côtés opposés de ABCD, homologues des points à l’infini dans les 
directions des côtés du rectangle À'B'CD', est la droite limite de $ 
(homologue de la droite à l’infini de §')) elle est donc parallèle à 
l’axe d’homologie xy. Menons par D la parallèle MN à IJ, donc à xy\ 
son homologue M'N' est aussi parallèle à XY et, de plus, on a 


DM' DM 
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égalité qui permet de repérer la droite M'N' par rapport au rec¬ 
tangle A'B'G'D' indépendamment de sa mise en place. Enfin les 
points 1 et J étant les homologues des points à l’infini sur A B' et 
B'G', les droites 01 et OJ, O étant le pôle de l’homologie, sont 
respectivement parallèles à B'M' et B'N', et les triangles OIJ et B'M'N' 
sont semblables. 

De là la construction : une fois les droites IJ et MN tirées, et la 
droite M'N'déterminée, sur une figure à part, par rapport à A B'C D', 
en vertu du repérage qui vient d’être indiqué, on construit sur IJ un 
triangle OIJ semblable à B'M'N' (I et M', J et N' étant les couples de 
sommets correspondants), puis, sur le faisceau O(DMN), on place la 
ponctuelle D'M'N' ( ce qui revient à tracer entre OM et ON un seg¬ 
ment M'N' parallèle à MN et de grandeur connue). Cela fixe la mise 
en place du rectangle A'B'C'D'. Les points de rencontre p et v des 
droites homologues BM et B'M' d’une part, BN et B'N' de l’autre, 
déterminent ensuite l’axe d’homologie xy. 

La connaissance du pôle O et de l’axe xy de l’homologie permet 
alors la rapide transformation de la figure § en 3'. 

On peut aussi se proposer de déterminer a priori , par voie ana¬ 
lytique, les coefficients des systèmes de droites du nomogramme à 
construire, de façon à réaliser la condition requise. On procédera 
dès lors de la manière suivante : 

Soient m ,, et m), n' { les valeurs prises respectivement 
par les fonctions /,, h { pour z t = a t et z t = b { . De même 

pour ^ 2 - 

Pour faire en sorte que le quadrilatère limite de l’abaque soit 
formé d’une part par les droites 

x — o, x — a, 


de l’autre par les droites 

y — °> y — P, 

il faut disposer des paramètres X, p, ..., v", de façon que, pour 
z { = a, et z, = b { , l’équation (z.,) du n° 43 donne les deux premières, 
et que, pour z 2 = et z 2 = b 2 l’équation (z 2 ) donne les deux 
dernières. 
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Gela conduit aux équations de condition 


(0 

(*) 

(3) 

(4) 


( X/ 2 -h lJ-rn-2 -4-V/l2 = O, 

) X Vi) -4- [A flîj - 4 - V Wj O. 

[ À l\ -4" [a /ai -4- v —— o- 

| 1 ( j + [A /nj —H v ni ■—- o, 

^ a" -4- ja" ni\ -+- v" ri\ = o, 

I X" / 2 ~4- ja ;n 2 —{— v"n 2 — o, 

( ( X -i- ja m', -4- v n j ) a + ( X" / , -4- ja v m', -4- v" n\ ) — o, 

| Çk' l', -+- ja' m'j + v' n' 2 )3 + ( À" /', -4- ja" th' 2 + v" n' 2 ) = o. 


De ces huit équations homogènes, il faut tirer des valeurs propor¬ 
tionnelles pour les neuf paramètres À, u, . . ., v". 

Des groupes (i), (a) et (3), on peut tirer respectivement des 
valeurs telles que 

X = Hp, ;a = K p, v = Lp, 

X' = H'o', ja' = K' p', v'=L 'p', 

X" = H"p", ja" = K" p", v"= L"p", 

p, p', p" étant des paramètres encore indéterminés. Portant ces valeurs 
dans les équations (4), on a des équations de la forme 

Ap -4- B p"= o, 

A'p'-t- B'p"= o, . 

d’où l’on tire p et p' en fonction de p v . Les neuf paramètres A, ja, . . ., v" 
se trouvent alors exprimés en fonction de p" seulement, auquel on 
peut attribuer une valeur quelconque. 


45. Exemple : Fruit intérieur des murs de soutènement. — Soient ABCD 
(te- 45) la section rectangulaire d’un mur de soutènement calculé en vue 
d’une certaine résistance, MBCN la section trapézoïdale de même hauteur et 
de même résistance. 

Si l’on pose 

BM AP , 

B A Z ’ AD ~ h \ 

et que l’on représente par p le rapport du poids spécifique de la terre 
soutenue à celui de la maçonnerie, ces trois quantités sont liées par l’équa¬ 
tion 

(i— /)(l+2/l) 

3 ~ ’ 


(r-+- /)/t 2 — /(i -4- p)h 
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qui permet de calculer h lorsque / et p sont donnés. Nous allons faire con¬ 
naître le nomogramme qui a été proposé par Massau (*) pour cette équation. 

Remarquons tout d’abord que si nous y regardons l, p et h comme z t , z% 
et z 3 , cette équation rentre dans le type ( 1 ) du n° 42. 

Fig. 45. 



Elle est donc représentable par trois systèmes de droites dont les équa¬ 
tions [(.St), (z 2 ) et ( z 3 ) du n° 42], que Ton obtient en posant 



l ( I —h p) 

(1 — l)( 1 4 - 2 p) 

sont ici 

Jb — j y y —■ 

14-/ 

3(i + 0 ’ 

(0 

2(/ 2 — I )X -+- 31(1 

-hi)y — l(l — 1 ) = 0 , 

(P) 

2 ( 2 p -+- i)a? -1- 3 (p -f- 1 )y — 

' (P H- f)( 2 /> -+- 1 ) — 0 , 

(h) 

■4 

hx -hy — h- — 0 . 


Ces trois systèmes sont du second degré. Les deux premiers, d’après le 
théorème démontré au n°42. auront pour enveloppe une même conique. 

Si, en effet, on écrit les équations (/) et (p) sous la forme 

(/') 1^(1 x -h- 3 y — 1) -i- l{Zy -\- \ ) — 2 x = 0, 

(P 1 ) â/>* — PU* 3jk — 3) — (as + 3y — 1 ) = o, 

on obtient pour les enveloppes correspondantes 

(3jk -+-i) 2 -+- 8x(‘ix -+- 3y — 1 ) = o, 

(4 a? -t- 3 y — 3) 2 -+- 8(2 x -h 3 y — 1) = o, 

formes distinctes d’une même équation, savoir : 

(4 a ?+3 yY —8a? h- 6 y -1-1=0, 

qui représente une parabole tc. 


( 1 ) Loc. cit., n° 298. 
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En outre, l’équation (3) du n°42 montre qu’une droite (/) et une droite(/?) 
coïncident lorsqu’on a entre leurs cotes la relation 

p ( / H- 1 ) -t— 1 == o. 

Mais ici chacune des variables restant, en pratique, comprise entre o et 1 , on 
va voir qu'on se trouve dans le cas signalé plus haut où les groupes utiles de 
tangentes à la parabole tz correspondant respectivement à l et à p sont 
distincts l’un de l’autre. 

Voyons comment on peut construire chacun des systèmes (l), (p) et (/<). 

Système (/). — Si l’on se reporte à la forme (/') de l’équation de ce sys¬ 
tème, on voit immédiatement que : 

if 

pour l — o, on a la droite x = 0/ 

pour / = zc, » 2,r-+-3y— 1 = 0, 

c’est-à-dire les droites AB et AG de la figure 46 C 1 )- Ces droites touchent la 


Fig. 46- 



parabole tc en leurs points de rencontre B et G avec la droite 

3 y + 1 = 0 . 

On voit aussi que 

pour l = i, on a la droite y — o ou Ox, 

pour l = — 2 , » x -h y — 1 = 0 ou EH. 

( 1 ) Cette figure, aux notations près, reproduit exactement celle du Mémoire de 
Massau ( jig. 1 4*) qui, d’après la déclaration même de l’auteur, ne doit être con¬ 
sidérée que comme propre à faire comprendre la construction du nomogramme qui 
devrait être établi sous de plus grandes dimensions. 
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Four trouver l’échelle des points de rencontre du système (Z) avec AB, 
menons, suivant la construction indiquée au n° 42 , la parallèle OB' à AG, et 
construisons une échelle métrique ayant son point (o) en B' et son point (i) 
en O, puisque la droite Ox est ici la droite (i). Divisons, par exemple, OB' 
en 10 parties égales. En projetant les points ainsi obtenus à partir de G 
sur OB, nous avons les points de rencontre de cette droite respectivement 
avec les droites (o, i), (o, 2), ..., (o, 9) du système (Z). 

Pour achever de déterminer les droites (/), on pourrait prendre l'échelle 
qu’elles déterminent sur AG en projetant à partir de B, comme cela a été 
indiqué au n° 42 , une échelle métrique marquée sur Occ, ayant son point (o) 
en O et son point (1) à la rencontre de Ox et de AC. 

Massau a préféré, pour plus de précision, prendre l’échelle qu’elles déter¬ 
minent sur la droite EH qui fait partie du système, comme on vient de le voir 
pour Z = — 1. Pour obtenir cette échelle, il suffit de mener par le point E une 
parallèle EF à la droite AC(Z = sc). L’échelle de EH, projetée à partir de G 
sur EF, donnera une échelle métrique. Or les points (o), ou E, et (1), ou H, de 
cette échelle se projettent en E et F. Divisant donc le segment EF en 10 parties 
égales et joignant les points ainsi obtenus au point G par des droites, on 
obtient sur EH les points (o, 1), (o, 2), . .., (o, 9) du système (Z), qu’il suffit 
dès lors de joindre aux points de même cote de l’échelle déjà construite 
sur OB. 


Système ( p ). — La forme (/>') de l’équation de ce système montre, en 
vertu de la remarque qui termine le n° 42 , que les échelles déterminées par 
les droites du système sur l’une quelconque d’entre elles sont toutes 
métriques : 


pour p = 0, 

on a la droite xx -+- 3 y - 

— 1 = 0 

ou 

AG, 

» p= 1, 

» x -+- y - 

— 1 = 0 

ou 

EH, 

» p = — 

1, » 

x = 0 

ou 

Oy, 

» p — — 

1 

-, » 

2 

y = 0 

ou 

Ox. 


Donc, après avoir pris les points de rencontre des deux premières avec les 
deux dernières, on n’aura qu’à diviser les segments obtenus sur celles-ci en 
10 parties égales et à joindre les points correspondants pour avoir les droites 
(o, 1), (o, 2), . .., (o, 9) du système ( p ). 

Système (h). — L’équation (h) montre immédiatement que la même 
remarque s’applique au système correspondant. Ici : 


pour h = o, on a la droite y — o 

» h = 1, » x -h y — 1 = 0 


h = — 1 , 


x —y 1 


o 


ou Ox, 
ou EH, 
ou EG. 


» 
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Donc, en divisant en 10 parties égales le segment de E(i) à G(o), on 
obtient des points des'droites (0, 1), (o, 2), (o, 9). Pour achever de 

déterminer celles-ci, il suffit de remarquer que la droite (A) coupe 0.r au 
point x — A. 

On voit sur la figure 46 que les droites (A), tracées en traits interrompus, 
font avec les droites (/>) des angles très petits. Cette disposition est défec¬ 
tueuse et l’on pourrait chercher à y remédier par l’emploi de l’homographie, 
mais on verra plus loin (n° 63 ) qu’il y a avantage à combiner celle-ci avec 
un autre genre de transformation. Nous reviendrons donc sur la question en 
temps voulu (n° 86 ). 


46. Nomogrammes à cercles concourants» — Puisque, d’après 
ce qui a été vu au n° 42, on est libre de choisir, pour définir le nomo- 
gramme d’une équation (E) donnée, deux sur trois des équations (s,), 
{z 2 ) et (_z 3 ), on pourra, dans certains cas où l’équation (E) ne ren¬ 
trera pas dans le type des équations représentables par trois systèmes 
de droites (n° 43), avoir recours à des cercles cotés. 

Cherchons l’équation la plus générale représentable par trois 
systèmes de cercles cotés. Il faut, pour cela, éliminer x et y entre les 
équations de trois tels systèmes, supposés rapportés à des axes rectan¬ 
gulaires, équations qui peuvent s’écrire 

Oi) <pi0 2 +r 2 ) *1= O, 

(z. 2 ) <?2<> 2 -+-.r 2 ) -i- xfi+ygt-*- h ï — o, 

(* 3 ). ©3<> 2 H-y 2 ) + xfi+ySi-*- /*» = o. 

Si l’on élimine x 2 -f-y~ entre ces trois équations prises deux à 
deux, on obtient 


fl fl 

I Si fl 


fi A, 


X -+- 

y — 


f% ?2 

| Si fi 


fi hi 

fi fi 

1 Si fi 


fî A 2 


X —H m 

y — 


fl ?3 

1 Si ?3 


fs A 3 

fi ?i 

■ 1 Si fi 


fi fi 3 


X -t- 

y — 


fl fi - 

1 Si fi 


fi Ai 


Si l’on additionne ces équations après les avoir multipliées respec¬ 
tivement une première fois par g ,, g 2l gi-, et une seconde par f \, 
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/ 2 , f-i, on obtient les suivantes : 


fi 

g i 

©1 


fi 

g 1 

h i 

A 

gt 

fs 

x — 

fi 

gi 

h - 2 

A 

gs 

f3 


<?3 

gs 


./i 

g\ 



A 

fl 

h x 

A 

g ï . 


y — 

A 

?2 

hi 

A 

gs 

fs 


■fs 

fs 

h 3 


De même, si l’on multiplie les trois équations données respective¬ 
ment par les déterminants 


A A 


A 

g 3 


7i 

§2 S 3 

ï 

A 

,é r l 

? 

/a 


et que l’on en fasse la somme, on a 


fi g\ fi 


A 

ê'\ 

/o 

fi gi fi 

(x 2 -hy 2 ) -+- 

A 

g 2 

/i 2 

fs gs ©3 


A 

#3 

h% 


Si, après avoir posé 

fi g\ hi 

D = ,/ 2 g 2 h 2 , 

fs gs h'ï 


nous convenons de représenter par D^, D^, ce que devient ce 
déterminant lorsqu’on y remplace les fy les g L ou les h t par les ©/, 
nous voyons que les trois dernières équations obtenues peuvent 
s’écrire 


et 


ü h x — D/ = o, 
D h y D# = o 

D/d^' 2 -t-y 2 ) -+- D = o. 


Le résultat de l’élimination de x et y entre ces trois équations 
s’écrit immédiatement ( 1 ) 

D>-+-D| + D„D = o. 


(') La simplification de calcul ici introduite par rapport à la première édition a 
déjà été indiquée dans 0.51 ( n° 54). 
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Telle est, sous forme symétrique, l’équation la plus générale 
représentable par trois systèmes de cercles concourants. 

Si l’un des systèmes de cercles se réduit à un système de droites, 
il suffît d’égaler à zéro la fonction <p correspondante. 

Dans le cas, notamment, où deux des systèmes de cercles, les 
deux premiers par exemple, deviennent des systèmes de droites, on a, 
en faisant cp, = cp 2 = o, l’équation 

©3 [ ( gi h 2 — gz hi )* -h ( Al f t — A 2 /, y- ] + (/, ^2 — AS'I ) D = O, 


et si le troisième système devient à 
cas © 3 = o, 

A S'I h\ 
A S'2 K 

A S 3 a 3 


son 


= o. 


tour rectiligne, 


auquel 


ainsi qu’on l’a déjà vu au n° 41. 


Exemple : Mur de soutènement pour des terres profilées suivant leur 
talus naturel. — On peut faire des hypothèses particulières sur les systèmes 
de droites et de cercles constituant le nomogramme considéré, par exemple, 
dans le cas de deux systèmes de droites et d’un système de cercles, supposer 
que les cercles sont tangents entre eux en un môme point. Prenant ce point 
comme origine et la normale commune comme axe des x, on voit que cette 
hypothèse entraîne g 3 ~ A 3 == o et l’avant-dernière équation ci-dessus, où l’on 
peut d’ailleurs faire <p 3 = i, devient 

(éO A 2 — g 2 1%\ y (Ai/ 2 — A 2 /i) 2 H-/ 3 (/ u y 2 — Agi ){gi^ l i — g % h r ) — o. 

On peut aussi supposer que toutes les droites du système (*,) passent 
par l’origine, ce qui revient à faire £q== — i, Aj == o, f représentant alors 
le coefficient angulaire de la droite (z,). L’équation précédente devient alors 

a 2 (i -+-/î ) — A(fi g î-*-A) — °. 


Gomme exemple d’application nous prendrons l’équation 

A 2 - 1 !- kp sino cosç — ^ cos 2 ç = o, 

J 

qui fait connaître le rapport k de la base à la hauteur d’un mur à section 
lectangulaire soutenant une terre profilée suivant son ande naturel o, le 
rapport du poids spécifique de cette terre à celui de la maçonnerie étant égal 

à 


(') Collignon, Résistance des matériaux, 3 e éd., p. 669. 
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Remplaçant sino et coscp par leurs valeurs en fonction de tangcp, on met 
cette équation sous la forme 


ou 


a . 2 + kp tangcp _ 


i H- tang 2 © 3 ( [ -f- tang 2 © ) 


= o 


/r 2 (i -f- tang 2 cp) -f- p ( k tangcp— -) — o. 


On voit, en prenant cp, k et p respectivement pour s 2 et qu'elle 
rentre dans le dernier type écrit ci-dessus lorsque l’on fait 

/,= tangcp, 

A — — ^ ’ gï = k , h% = p k' 1 , 

p étant un module quelconque. 

L’équation est donc représentable parles trois systèmes cotés que définissent 
les équations 

(cp) a?'tangcp— y — o, 

(k) —j -f- ky -f- pÂ: 2 = o, 

(/>') a? 2 -f- ^ 2 —\xpx ~ o. 

On retrouve ainsi un nomogramme auquel nous avions été conduit naguère 
par une autre voie ( 1 ). 

Les droites (cp) sont faciles à construire puisque ce sont précisément les 
droites passant par l’origine et faisant l’angle çp avec Ox. Pratiquement, il 
suffît de faire varier cp de 20 ° à 5o°. 

De même, les cercles (p) sont les cercles de rayon tangents en O 

*• ‘i 

à Ojy. On fera varier p de o,4 à t. 

Les droites (k) forment un système du second degré dans lequel la droite 
cotée (oo) est rejetée à l’infini puisque le coefficient de k 2 est une constante. 
Donc, ainsi qu’on l’a vu (Remarque finale du n° 39), ces droites déterminent 
sur l’une quelconque d’entre elles une échelle métrique. 

Choisissons deux d’entre elles, par exemple celles qui correspondent à k — o 


( l ) Nous avons tenu ici à faire dériver ce nomogramme de la théorie générale, 
mais on l’obtient plus directement, comme nous l’avions fait précédemment ( 0 . 4 , 
p. 28) par le simple mode de disjonction indiqué à la fin du n° 41 , et qui consiste, 
l’équation ici considérée étant prise sous sa forme primitive, à y poser 

x = p p cos 2 cp, y — \xp sincp coscp, 

puis h éliminer successivement p et cp entre les expressions de x et y. 
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et k — — dont les équations sont 

x = o, 

p 

x -hjy = L. 

Sur ces deux droites les autres donneront des éclielles métriques, ce qui 
permettra de les construire très aisément lorsqu’on aura tracé celles qui cor¬ 
respondent aux valeurs limites de k, résultant de celles qui ont été admises 
pour o et p et qui sont /i = 0,2 et À" = o,5. 



0.3 0,33 O'i 


(JL) 

En limitant le nomogramme à sa partie utile, et prenant p = io cm , on obtient 
la figure 4 ~ (*). A titre d’exemple, on voit sur cette figure que, pour cp = 28", 
p — o, 65 , on a k — o, 3 . 

On peut, comme cela a été indiqué dans le premier renvoi du n° 25 pour les 
abaques à radiantes, se dispenser de tracer les droites (©) en conservant seu¬ 
lement l’échelle qu’elles déterminent sur le cercle extérieur auquel on les a 
limitées sur la figure 47 ( 2 ). 

47. Représentation dés équations quadratiques par droites et 
cercles concourants ( 3 ). — Soit réquation générale quadratique 


(’) La partie utile du nomogramme a été disposée dans le cadre de la figure, de 
façon que la droite f = 20° soit parallèle au bord inférieur de ce cadre. L’axe Ox, 
dont l’origine est d’ailleurs confondue avec le point de convergence des droites (ç), 
ferait donc un angle de 20° avec ce bord inférieur et en dessous de lui. 

( 2 ) On trouvera un exemple ancien de nomogramme à cercles cotés dans un Mémoire 
sur tes mines militaires , du capitaine Ricour, inséré dans le Mémorial de VOfficier 
du Génie ( n° 21 , p. 323 ; i 8 - 3 ). 

( 3 ) Extrait de 0.29 où il est démontré, en outre, que la représentation des équa¬ 
tions quadratiques par systèmes de cercles concourants ne saurait revêtir un carac¬ 
tère de plus grande généralité. 


IVOGAGNE 
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1 1 '-'2 5 3 


\ -h A 2 s| -H A 3 ^| -+- 2 BiZ i Z . s -+- 2B 2 2 3 ^ -h 2 B 3 3 iZ 2 

^ -j H- 2 CI H- ■?- Co S-2 -h 2 G g S3-7- D = O. 

Faisant correspondre à z t et z- 2 respectivement les systèmes de 
droites 

(*■1) niyx -f- n\y -f- s» = o, 

(•Sj) 1 U 2 X H- /l 2 y 2 -- o, 

éliminons z { et z 2 entre les équations (s,), (z 2 ) et (Q), et voyons 
s’il est possible de déterminer, pour les coefficients des deux premières, 
des valeurs réelles , telles que l’équation quadratique en x et y résul¬ 
tante représente un cercle. 

Si l’on tire£< et z 2 des équations ( 3 ,) et (z 2 ) ci-dessus pour les 
porter dans l’équation (Q), on obtient, en égalant entre eux les coef¬ 
ficients des termes en a? 2 et y- de l’équation obtenue, et annulant celui 
du terme en xy, les équations 

A[ ni ! —H Aj/al -i— 2 B-j ni 1 m 2 Aj a| —h —1— 2B3 n.y a 3 , 

A1 ni | n | —i— Aj ni 2 11 2 —f~ B^ ( ///, n 2 —f~ ni 2 a j ^ — o. 


la seconde, on tiré 


no — — a ■ 


A [ ni y -f- B 3 ai 2 
A 2 ni 2 H— B 3 ni y 


Portant, dans la précédente, on trouve, après réduction, 

, _ ( A 2 /a 2 -h B 3 ni y ) 2 
Wï “ Ai Aj-B* 

Le numérateur de cette fraction étant positif, on voit que la réalité 
; n { exige 

A t A 2 — B| > o. 


Comme on peut permuter entre eux les indices affectés aux trois 
variables, on voit que la condition de réalité peut s’exprimer ainsi : 

Si , dans Véquation (Q), les variables 3 ,, z 2 et sont consi - 
dèrées comme les coordonnées courantes d’un point de l’espace, 
il faut que la section , par Vun des plans de coordonnées , de la 
quadrique définie par cette équation soit du genre elliptique ( 1 ). 


(') Ce résultat comporte l’interprétation géométrique fort simple que voici, et 
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Supposant la condition remplie, on a 


et, de même 


«i = 


A. 2 ti 12 ~B 3 JH l 

y/A , A 2 — B§ ’ 


n 2 = 


A \ ni \ —h B 3 ni 2 

Va 1 a 2 — bT # 


Le choix de m ( et m 2 est libre, à cette seule réserve près qu’on ne 
saurait prendre à la fois m y — m 2 — o, parce qu’alors, n y et n 2 étant 
nuis aussi, les deux faisceaux de droites (z y ) et (^ 2 ) seraient tout 
-entiers rejetés à l’infini. 

Dès lors, m y et m 2 étant quelconques mais non nuis à la fois , 
n y et n 2 ayant les valeurs ci-dessus, et l’inégalité de condition étant 
satisfaite, on pourra représenter l’équation (Q) au moyen d’un nomo- 
gramme constitué par les systèmes de droites 


(zi) ni 1 x -+- n y y -+• Z] — o, 

(z 2 ) «o.r + ft,r + z 2 = 0) 

et le système de cercles 

i ( cv* -h k 2 ) ( A 1 ni | 4 - 2 B 3 ni j m 2 4- A 2 ni f ) 

| — 2 .[(Bj ni 2 -f- B 2 ni y ) -S;j -+- Cj ni y -+- L 2 ni 2 ] x 
i — 2 f ( Bj il) —1— B 2 n,\ ) z3 -f- Cj ii\ —(- C 2 ii-2 j r 

[ —f- A 3 51 H— 2C3Z3— 1 — I) ~ o, 

cercles ayant leurs centres en ligne droite, et dont l’enveloppe est 
une conique. 


■48. J\otnogrammes polaires. — Un nomogramme quelconque 
pourrait évidemment être obtenu à l’aide d’un système quelconque 
de coordonnées ponctuelles; il n’y a là qu’une question de plus ou 
moins de commodité; avec M. G. Pesci, nous appellerons jiomo- 
grcnnmes polaires ceux qui sont le plus commodément définis au 


qui nous a été communiquée par Duporcq : si. par exemple, Je plan z s = o donne 
une section elliptique, considérons le cylindre ayant cette section pour base et ses 
génératrices parallèles à O z x . Soit P un plan de section circulaire de ce cylindre. 
Le nomogramme n’est autre que la projection cylindrique, parallèlement à Of,. de 
la quadvique sur le plan P. La conique enveloppe est le contour apparent de la 
quadrique. 
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moyen des coordonnées polaires 

de même que nous avons appelé plus haut abaques cartésiens ceux 
qui ont été définis au moyen des coordonnées cartésiennes 

- x — {Ti-Sj, y — (i. 2 z.,. 


Soit donc une équation 



123 (^ 1 ) Z 3 

que l’on représente, 

en posant 

(zi) 

P = [J-lZj 

(z 2 ) 

CO - |J. ^ •) 

ce qui donne 

(^ 3 ) 

T. / 0 (0 

t 1 133 ( — ’ - } Z 

V P-l P -2 


Les lignes cotées (z , ) et (z 2 ) sont respectivement des cercles ayant 
leur centre à l’origine et des droites passant par cette origine. 

Supposons que sur une droite D pivotant sans glisser autour de 
cette origine nous portions l’échelle définie par l’équation ) 
(fig- 48 ) et que sur une ligne quelconque, de préférence un cercle 

Fig. 48. 



ayant son centre à l’origine, nous marquions ses points de rencontre 
avec les droites (z 2 ), munis des cotes correspondantes. D ès lors, 
lorsque nous amènerons la droite D à passer par le point (z 2 ) de la 
ligne L, cette droite D se confondra avec la droite (z 2 ). Comme, 
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d’autre part, dans le mouvement de pivotement de cette droite, son 
point (^t) décrit le cercle (~m), on voit que ce point (^ 4 ) sera venu 
à la rencontre de la droite (^o) et du cercle (s, ), c’est-à-dire au point 
même par où passe la courbe (* 3 ) dont on doit prendre la cote. 

De là ce mode d’emploi : La droite D étant amenée à passer par 
le point (z 2 ) de la ligne L, on lit la cote z 3 de la courbe sur laquelle 
tombe le point (z\ ) de cette droite D. 

Le nomogramme permet évidemment de déterminer l’une quel¬ 
conque des trois variables quand on se donne les deux autres. 

Comme exemple d’un tel genre de nomogramme proposé par M. G. Pesci, 
nous emprunterons à cet auteur le suivant : 

Soit à représenter l’équation 

, cos z 3 

COS (Z 3 —Z 2 ) =-, 

-*1 

qui se rencontre dans un problème de Navigation (*). Si l’on pose 

( z 0 P = (J.Z ,, 

z ï) to = z 2 , 

on a 

(-3) p cos( z 3 —w j = p. cosz 3 , „ 

4 

équation qui représente une droite coupant l’axe polaire à la distance pi de 

l’origine et faisant avec cet axe un angle égal à z 3 — —. 

On obtient ainsi le nomogramme représenté par la figure 49 sur laquelle 
l’axe polaire a été placé dans la direction dite verticale. 

La ligne L est ici le cercle ABC. La droite pivotante est représentée en OP, 
la graduation des droites issues du point O’ de l’axe polaire est inscrite à leur 
rencontre avec un cercle DEF de centre O. 

On a figuré en pointillé la position de la droite pivotante pour æ 3 = i 35 
et z 1 = 2; le nomogramme donne z 2 — 'i[f . 

Remarque. — Il va sans dire que le même artifice sera encore applicable 
tant que les lignes cotées (zj) et (z 2 ) seront des cercles de centre O et des 
droites issues de O, c’est-à-dire lorsque p et w seront pris égaux à des fonc- 


(*) G. Pesci, Sui metodi per cambiare il rilevamento ., dans la Rivista marit 

tima (mars 1897). La formule ici envisagée est la formule ( 7) de ce Mémoire, dans 

laquelle on a fait k — z„ 9 = z s , 6 H- ^ = z 3 . 
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REPRÉSENTATION PAR LIGNES CONCOURANTES 
DANS LE CAS DE PLUS DE TROIS VARIABLES. 


I. — Systèmes ramifiés. Échelles multiples. 

49. Êquations à quatre variables. Lignes condensées à deux 
cotes. — Essayons d’abord de procéder comme nous Lavons fait an 
n° 16 d ans le cas de trois variables : soit l’équation 

(0 Em; =?-o. 

Donnons à l’une des variables, z. t par exemple, une valeur déter¬ 
minée. Nous avons alors une équation entre les trois variables z { , z<, 
et z 3 , que nous pouvons représenter, ainsi que cela a été indiqué au 
Chapitre précédent, au moyen de trois faisceaux (zt), (-S 2 ), (z 3 ) de 
lignes concourantes, parmi lesquels il nous est loisible d’en choisir 
deux arbitrairement ( n° 40); ces deux systèmes formeront d’ailleurs, 
le plus ordinairement, un quadrillage métrique ( n° 16 ) ou non (n° 23), 
orienté parallèlement aux axes. 

Lorsque nous passerons à une autre valeur de s 4 , les systèmes (s,) 
et (z- 2 ) étant toujours choisis de même, seul le système (z 3 ) sera 
modifié. Or, il ne sera pas possible de faire figurer plusieurs sys¬ 
tèmes (w 3 ) sur le même réseau (s f , zf. La coexistence de deux tels 
systèmes (z 3 ) conduirait déjà à une confusion à peu près inextricable. 
A fortiori , lorsqu’il s’agirait d’un plus grand nombre de systèmes (z s ). 
De là, la seule ressource, pour représenter l'équation à quatre variables 
de recourir à une collection de nomogrammes à trois systèmes (æ ( ), 
(z.>), (z 3 ) de lignes concourantes, distingués chacun par une valeur 
de z. i; et constituant, par conséquent, une sorte d’atlas dont les feuillets 
seraient numérotés au moyen des valeurs successives de z, t . 

On se trouve, en somme, ici en face du même obstacle auquel se 
heurtent les tables numériques à plus de deux entrées. 

Inutile d’insister sur le peu de commodité pratique d’une telle soin- 
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lion rendant pénible la détermination de prise pour inconnue (par 
la recherche du feuillet sur lequel les lignes correspondant aux valeurs 
données de z 2 et z% concourent en un même point), et ne pouvant 
absolument pas se prêter aux interpolations à vue entre les valeurs 
successives de z k . 

Quant a l’introduction d une cinquième variable (et, a fortiori, 
d'un plus grand nombre), il n’y a même pas, par ce procédé, à y 
songer. 

On pourra toutefois se tirer d’affaire, en certains cas, et recourir à 
une représentation sur feuille unique, lorsque se produira la circons¬ 
tance que voici : supposons que la variation de z, t ait simplement 
pour efj et de faire varier les cotes du système (zf sans modifier 
le tracé clés lignes constituant ce système. 

Dans de telles conditions, chacune de ces lignes correspondra, en 
réalité, a une infinité de couples de valeurs de ^ 3 et z 4 ; nous dirons 
que c’est une ligne condensée pour cet ensemble de couples (s ;! , 
^4 ) ; toute la question sera d’individualiser, par un procédé graphique, 
dans ce système de lignes condensées (qui, au point de vue géomé¬ 
trique, est simplement infini), la ligne correspondant à un couple 
(, 33 , zf donné. 

Or, rien n’est plus aisé. Si nous représentons par Ç le paramètre, 
d’ailleurs quelconque, au moyen duquel nous pourrons individualiser 
géométriquement les lignes de ce système condensé, nous voyons 
que Ç sera une certaine fonction de ^ 3 et ; il nous suffira de repré¬ 
senter, selon ce qui a été vu au Chapitre précédent, l’équation par 
laquelle ’Ç se trouve lié à s 3 et Dès lors, à chaque ligne con¬ 
densée (Ç) correspondront tous les couples (z 3 , zf de cotes consti¬ 
tués par les cotes des lignes (^ 3 ) et {zf se coupant deux à deux sur 
cette ligne (‘Q ( fi g. 5 o). 

En remplaçant, dans chacun des types à trois variables du Chapitre 
précédent, le système (ès 3 ) par un système (Ç) qui lui soit géométri¬ 
quement identique mais pourvu de deux cotes (^ 3 , æQ, on a la repré¬ 
sentation d’une équation à quatre variables. 

Quel est le caractère analytique d’une telle équation? 11 est facile 
de le reconnaître. 

Le concours des lignes (^,), (zf et (Ç) étant représentatif d’une 
certaine équation 

j ( Z i j Ç) = O, 
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et de même celui des lignes (s 3 ), et (£), d’une autre équation, 

O = °> 


Fig. 5 o. 



l’accouplement de ces deux nomogrammes par un système (Z) 
commun ( 1 ) équivaut a la représentation de l’équation provenant de 
l’élimination de Ç entre les deux précédentes. Ainsi, l’équation à 
quatre variables donnée devra apparaître comme le résultat de l’éli¬ 
mination d’une variable auxiliaire "C entre deux équations contenant 
chacune, avec cette variable, deux des variables données, et 
d une part, et '• -, de l’autre. Quand il en sera ainsi nous dirons 
que 1 équation donnée est dissociable , et la formation des deux équa¬ 
tions auxiliaires en Ç portera le nom de dissociation. 

Si 1 on suppose les valeurs de Ç tirées de ces équations auxiliaires, 
sous la forme 

C=/i* et. Ç = * s4 , 

on voit que l’équation résultante pourra s’écrire 

/lS=^3*. 

Aucune équation à quatre, variables, non dissociable, ne sera repré¬ 
sentable par lignes concourantes ; et il convient de bien remarquer que, 
sous le rapport nomographique, c’est, en réalité, un ensemble' de 
deux équations à trois variables qui se trouve ainsi représenté. 

Or, il existe, dans les applications, de nombreuses équations à 


(') Il est clair qu'il est superflu de coter les lignes de ce système (Ç) qui ne 
servent qu'à établir un lien graphique entre l’ensemble des systèmes (z L ) et (z 2 ) 
et celui des systèmes (z 3 ) et (æ 4 ). 



122 


CHAPITRE III. 


quatre variables que Ton a à représenter et qui ne sont pas ainsi 
dissociables ( 1 ). Nous le disons dès maintenant pour faire pressentir 
l’intérêt d'autres modes de représentation que nous étudierons plus 
tard (-) et qui échappent à cette sujétion. Pour le moment, conten¬ 
tons-nous d’étudier plus à fond ce mode généralisé d’utilisation des 
lignes concourantes. 

Remarque. — Si l’on coupe les lignes (Ç) par une ligne L quel¬ 
conque, chacun des points d’intersection pourra être considéré comme 
affecté de tous les couples de cotes définis pour la ligne Ç correspon¬ 
dante, par le concours de deux lignes (z 3 ) et (s 4 ) sur cette ligne 
On a ainsi la notion des points condensés à deux cotes situés sur la 
lis ne L. 

o 

f 

50. Echelles binaires. — Les systèmes de lignes condensées à 
deux cotes les plus fréquents sont ceux qui sont constitués par des 
droites parallèles. Considérons un tel système (A) ( fig. 5 i) et rap- 
portons-le à deux axes rectangulaires, l’un O x perpendiculaire, 
l’autre O y parallèle à sa direction. 

Rapportées à ces deux axes, les courbes (z-i) et (s 2 ) du réseau ont 
des équations telles que 

(O /i(#> 7» -i ) = o, 

( 2 ) f 2 (cc, y, z,) — o, 


(*) Si l’on fait usage de la notation simplifiée pour le jacobien de deux 

^\ z n z i) 

fonctions y et g des variables indépendantes z x et z v dont l’expression est 

<)f dg 
Ôz x dz , 

<)f dg 
. dz- 2 tJz., 

la condition, trouvée par M. Goursat {Bull, de la Soc. math, de France , t. XXVII, 
p. 27) pour que l’équation à quatre variables F = 0 puisse être mise sous la 
forme f vl — g 3i est que l’on ait identiquement 



( 2 ) Voir notamment n° 101 . 
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et l’équation de la droite A passant par le point de rencontre de ces 
courbes, obtenue par élimination de y entre (i) et ( 2 ), sera 

( 3 ) x — j\ >. 

Ainsi le système (A) donne sur O x les valeurs de la fonction 2 . 
Pour cette raison, Fensemble qui vient d’être défini peut être dit 

Fig. 5 i. 



1 échelle binaire de la Jonction /, 2 le long de Ox, suivant la ter¬ 
minologie de M. Lallemand (^ ). 

Réciproquement, étant donnée la fonction J\ 2 , on peut se pro¬ 
poser de construire pour elle une échelle binaire. 11 su fl ira pour cela 
de se donner une des deux premières équations, ( 1 ) par exemple. 
L’équation ( 2 ) résultera alors de l’élimination de Z\ entre ( 1 ) et (3). 
On reconnaît là un cas particulier du principe du n° 10. 

Il va sans dire que, dans chaque cas particulier, la fonction/, 2 
étant donnée, on choisira l’équation ( 1 ) en vue de la plus grande 
simplicité de construction possible. On s’attachera notamment, 
chaque fois que faire se pourra, à n’avoir à tracer que des droites. 
Si, par exemple, la fonction f {2 est de la forme 

/l2= é'1^2 + 

011 prendra pour équation (3) 

foi x = h2), 


( 1 )• M. Lallemand qui, dans son Mémoire autographié sur les abaques hexago¬ 
naux, semble avoir, pour la première fois, fait un usage systématique des échelles 
binaires, déclare, dans la Note préliminaire de ce Mémoire ( p. 7), être redevable 
de leur idée première à M. Prévôt, alors chef de bureau et maintenant ingénieur au 
Service du Nivellement général de la France. 
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p. étant un module quelconque, puis pour équation (1 ) 

y\=Vg\, 

p étant un autre module, parce qu’alors l’équation ( 2 ) sera 
(•^1) [a x = H'o 2 y ~t - p [2 ! h % 

qui représente des droites. 

Remarque I. — Les parallèles A pourront, dans tous les cas, être 
tracées équidistantes, mais on aura aussi la possibilité de les rem¬ 
placer, ainsi que cela a déjà été vu au n° 13, par un index mobile 
maintenu dans une direction parallèle à la leur. Dans ce cas, c’est 
l’ensemble des courbes (z { ) et (z 2 ) qui sera dit Véchelle binaire de 
la fonction f vl le long de O x. 

Remarque II. — On peut, pour la plus grande commodité du 
dessin, déplacer comme on veut l’échelle binaire dans la direction 
des droites A puisque, dans un tel déplacement, les points du réseau 
qui sont primitivement sur une certaine droite A ne cessent pas de 
s’y trouver. 

Remarque JII. — L’échelle binaire (z t ,z 2 ) étant accolée 4 
l’axe Ox, les points de cet axe peuvent être considérés comme 
des points condensés à deux cotes z { et les couples de cotes de 
chacun d’eux étant ceux afférents à la parallèle à Oy passant en ce 
point. 

Remarque IV. — Le plus souvent, l’échelle binaire de la fonc¬ 
tion /‘ 12 accolée à O 

x = :Vi2, 

sera constituée par des parallèles à cet axe, cotées au moyen des 
valeurs de 

(-1) y — 

et par les courbes (z 2 ) dont l’équation est 

Supposons que les nécessités de l’application pratique que l’on a 
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en vue exigent que ces courbes soient construites jusqu’à la paral¬ 
lèle PQ à Ox {fig'- 5a) correspondant à la valeur limite de z, (cote 
du point B). 

Fig. 52. 



Puisqu’on est libre de déplacer une échelle binaire dans le sens 
perpendiculaire à Ox {Rem. Il ), on pourra, par exemple, en cou¬ 
pant l'échelle le long de l’horizontale du point A, milieu de OB, 
amener la partie supérieure de l’échelle à se superposer, par une 
translation parallèle à Or, à la partie inférieure. Dans ce déplace¬ 
ment, la portion du système (z--> ) comprise à l’intérieur de MNPQ 
vient en M N'P'Q' et les horizontales comprises entre A et B viennent 
coïncider respectivement avec celles qui se trouvent entre O et A. 
Seulement, comme elles conservent leurs cotes, chacune des hori¬ 
zontales de O à A présentera, sur l’échelle binaire définitive, deux 
cotes distinctes, l’une se référant aux points situés à l’intérieur de 
O RMN, l’autre aux points situés à l’intérieur de M'N'P'Q'. 

L’exemple donné plus loin (n° 51, 2 °) éclaircira ce point. C’est 
d’ailleurs à cet exemple, dû à M. Chancel, que nous avons emprunté 
l’artifice qui vient d’être indiqué. 

51. Représentation cVéquations à quatre variables par échelles 
binaires accolées. —- En reprenant chacun des modes de représen¬ 
tation étudiés dans les Chapitres précédents et y remplaçant les élé¬ 
ments, points ou lignes, à une cote qui y interviennent par des élé¬ 
ments de même nature, mais condensés à deux cotes, on obtient de 
nouveaux modes de représentation pour lesquels le nombre des 
variables est doublé. 

Par exemple, les échelles accolées (n° 9), lorsqu’on les suppose 
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binaires, fournissent le type représenté par la ligure 53, où 1 < * s deux 
échelles binaires, accolées par l'axe O y, ont été écartées lune de 
l autre dans le sens perp<»ndiculaire à cet axe ( 1 ). 


Fig. 53. 



On voit immédiatement que le meme type d'abaque serait obtenu 
si Ton partait de celui des abaques cartésiens à trois variables (n° 16) 
et que bon y munît les parallèles à Ox de deux cotes au moyen d'une 
échelle binaire. 

L'échelle binaire de gauche donnant 

y =*' /n 

et celle de droite 4 

y - ■ è' r,* 


( 1 ) Bien (tes auteurs ont, indépendamment les uns des antres, eu recours à l’emj)Ioi 
d’échelles binaires accolées en vue d'applications particulières. Cet emploi se trouve 
indiqué,, sous sa forme générale, dans le travail de M. Lallemand sur les abaques 
hexagonaux où cet auteur le présente comme dérivant de ce qu’il appelle le principe 
de l’élimination graphique et qui consiste à relier deux abaques à trois variables 
par un système commun de courbes cotées. 

Dans la déclaration déjà citée (renvoi du n° ÔÛ) de la .Note préliminaire de son 
Mémoire, il fait savoir que c’est M. Renard, agent du Service du Nivellement 
général de la France, qui lui en a suggéré l’idée. Celle-ci avait d’ailleurs été anté¬ 
rieurement émise, et sous une forme plus générale, par Massau, dans son Mémoire 
déjà plusieurs f*>is cité Sur Vintégration graphique ( Livre III, Chap. ITT, § I, n° 183). 
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on voit que l’équation représentée est de la forme 

fit = ^ 34- 

C’est, comme on l’a vu au n°49, le type le plus général d’équation 
à quatre variables représentable par lignes concourantes. 

Le mode d’emploi d’un tel abaque est fort simple. Si, par exemple, 
connaissant s,, z 2 et j 3 , on veut avoir 5 4 , on n’a qu'à suivre l’hori¬ 
zontale passant par le point de rencontre de la verticale z, et de la 
courbe z> jusqu’à la verticale z 3 . La courbe passant par ce nouveau 
point a pour cote s 4 . 

Exemples (*) : i° Annuités. — Si l’on représente par 
A le montant d’un emprunt, 
n la durée en années de l’amortissement, 
t le taux de l’intérêt, 
a le montant de l’annuité, 

on a 

a i oo 

A i 

t \ u 
oo / 



Cette équation est représentable par l’accolement, le long de 0.r par 
exemple, de deux échelles binaires faisant correspondre l’une et l’autre à 
la valeur commune £ des deux membres de l’équation les droites 

x — p?I, 


et constituées, l’une par les dro.ites cotées 

( a ) y — p'«, 

(A) 

l’autre par les lignes cotées 

(n) 

(t) I i -+• 


y = a x , 

\ J - 

y = ’f'h 

t \ y / x 


] oo 


( x-ïL ) ’ 

\ I oo 


\ * / 

p, p' et p" étant des modules quelconques. 


(’) On trouvera d'autres exemples pratiques dans l’intéressant travail de M. Duplaix 
intitulé : Abaques des efforts tranchants et des moments de flexion développés 
dans les poutres à une travée par les surcharges du Règlement du 29 août 1891 
pour les ponts métalliques (Paris, Carré et Naud; 1899). 




Le nomogramme ainsi obtenu (*), qui a été construit par M. Prévôt, est 
représenté par la figure 54. 


( 1 ) Pour donner le degré d'approximation requis par les calculs de banque, ce 
nomogramme devrait être construit sous des dimensions qui rendraient son emploi 
impraticable. Tel quel, il permet d'obtenir un résultat approché pouvant être utile 
lorsqu on veut se taire une première idée d’une opération projetée. 
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Le mode d’emploi est rappelé par le croquis placé dans l’angle supérieur de 
droite. 

La formule de la première échelle binaire 


montre que les abscisses font connaître dans chaque cas l’annuité oq = — 

pour un emprunt de i franc. La graduation correspondante a été inscrite à la 
partie inférieure du nomogramme. 


2 ° Formule de jauge de l’Union des Yachts français. — Cette formule 
est 


13o 


où T représente le tonnage de course, 
p le périmètre, 

L la longueur de flottaison, 
s la surface de voijure. 

Elle peut s’écrire 

i „ El 

1 3 T _ 3 
j~s ~ 


On voit dès lors qu’elle pourra être représentée par l’accolement, le long 
de Ox , des échelles binaires définies par 


i3 T 


x — u 




et 


X = [JL 


L P - ’4 

_1 

io 


! j. étant un module quelconque. 

Si l’on représente par \x et y." d’autres modules, la première sera consti¬ 
tuée par les droites cotées 


(T) 

la seconde par 

a) 


F= H'T, 


y = 


O) 


y — x - 


x p 


!Jj s 


T” - ’ 

i 3 jx 


(p) = ~r,y 


JA 


1 


4 


Ce dernier système de droites cotées du second degré rentre dans un type 
précédemment étudié (n° 39 ). 


oc: AON E 


9 
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Le nomogramme correspondant, construit par M. Ghaneel ( 1 ) avec les modules 

jjl = f = 6““”, >.5. f' = 9 . \x = ia ram , 5, 

et que reproduit la ligure 55, présente plusieurs particularités intéressantes. 

Les deux échelles binaires ont été accolées de façon que le point ode 
l’échelle (T) corresponde au point 16 de l’échelle (L). 

En outre, les droites parallèles à Ox correspondantes n’ont été tracées 
qu’à des intervalles assez grands pour ne pas embrouiller la figure. Aux 
parallèles non tracées, on a substitué, ainsi que cela a été indiqué d’une 
manière générale au n° 14, un transparent portant d’une part des parallèles 
que l’on fait glisser sur celles du nomogramme, de l’autre un axe perpendi¬ 
culaire à leur direction et portant les graduations ^T)et (L). * 

L’emploi du nomogramme peut alors s’énoncer ainsi : le bord inférieur du 
transparent étant appliqué sur le bord inférieur du cadre, on fait 
glisser ce transparent jusqu’à ce que le point coté L de son échelle 
mobile se trouve sur la droite cotée p. La cote du point de l’échelle 
mobile qui se trouve alors sur la droite cotée s fait connaître le ton¬ 
nage T. 

Sur la ligure 55, on a dessiné la position de l’échelle mobile pour l’exemple 
numérique 

L = ]2 nl .8o, p — Id m ,8o, S — 2J0 ni \ 

Cette position est définie par la condition que le point L 12,8 se trouve 
sur la droite p = i‘>,8. On voit que la droite s = 210, qui appartient au fais¬ 
ceau (s) inférieur, passe alors par le point 

T = 14,4, 

dont la cote est la valeur du tonnage cherché. 

D’autre part, le périmètre p variant dans le même sens que la longueur L, 
on a limité chaque droite (p) à la portion qui correspond aux valeurs de L 
qui peuvent lui être jointes. C’est là ce qui produit ces sortes de gradins qu’on 
observe sur la figure 55. 

L’échelle binaire (s, T) a été fractionnée (Remarque IV du n° 50) à la ligne 
T —16, la seconde partie du système (5) étant remontée à la ligne T =0. Si 
donc on a affaire à un point d’une ligne ( s ), pris dans le faisceau supérieur, 
l’horizontale T passant en ce point a pour cote la valeur de T, lue sur 
l’échelle de droite, augmentée de 16. 

Enfin, la forme de l’équation représentée montre qu’on peut appliquer le 
principe des multiplicateurs correspondants (n° 20) en posant 

L'= Xj L, p —\ x p^ T' = XfÀ 2 T. 


( 1 ) Étude et graphique de la formule de jauge de l ’ Union des Yachts français 
Grenoble; 1894. 



Périmètres 
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Nous avons ainsi 

L'=i. 5 f i 4 , //= 14,86, .G =340. 


L ? horizontale 17 = 13,24 rencontre la droite p' ™ 1 4 ,H6 en un point dont la 
verticale coupe la droite s' = 3 fo du faisceau supérieur sur l’horizontale 
T' = 8 , 3 . On doit donc, d’après ce qui vient d’être vu, et puisqu’on se trouve 
ici dans le faisceau supérieur, ajouter 16 à la valeur lue et prendre 


Donc 


T' = 24 , 3 . 

‘4,3 , 


3 ° Résolution des triangles rectilignes dont un angle au moins est 
connu. — Si a u z 2 , a 3 représentent les angles d’un triangle quelconque, yi, 
y 2 , y 3 les côtés opposés, on peut résoudre tous les cas pour lesquels un 
angle figure parmi les éléments connus au moyen de la formule facile à 
démontrer 


(O 


tan g 


«i 


i’2 " 


|3 


tang 




Ï2+ T 3 


dans laquelle on prendra toujours pour y 2 le plus grand des côtés donnés, 
lorsqu’on lui adjoint 

(2) ai + a 2 +(z 3 =7i/ 


Les quatre cas à considérer peuvent se résumer ainsi 

Données. 


Premier cas.. a, B, G 

Deuxième cas. 6, B, G 

Troisième cas... a , 6, G 

Quatrième cas. <2, ô, A 


Inconnues. 
À, b, c 
A, a, c 

A, B, c 

B, C, c 


Les formules précédentes permettent de les résoudre, grâce aux identifica¬ 
tions suivantes : 


I er 

cas : 

Pour 

aj=B, 

a 2 = G. 


( 2 ) 

donne 

*3 « 

A. 



» 

a 2 === B, 

«1^ G, 

y 3 =«. 

( 1 ) 

» 

Y* 3 * 




» 

a 2 ss G. 

B. 

y 3 = a , 

(>) 

» 


c. 

2 e 

cas : 

Pour 

<*!== B. 

« 2 ^ G, 


( 2 ) 

» 

a 3 -= 

A, 



» 

ai EEE G. 

<X 2 EEE B, 


(>) 

» 

y 3 sis® 

«■> 



» 

a 1 == A. 

a 2 = B, 

Î2= X 

(0 

» 

Ï3 — 

c. 

3 e 

cas : 

Pour 

a t =C. 

yass a, 

Yps Z>. 

(0 

» 

a 2 == 

A, 



» 

^ G, 

*r»A, 


W 

» 

a 3 = 

B. 



» 

a.! — B, 

a 2 = A, 

y 2 = a, 

(I) 

), 

Ï3 — 

c. 

4 e 

cas : 

Pour 

a 2 = A, 

y 2 — a. 

y 3 ^ô. 

(I) 

» 

a,EE- 

C. 



» 

a 1 = c, 

a 2 «ps A, 


(») 

» 

a 3 ss 

B, 



» 

a! — A. 

a 2 = C, 

Ts= ô, 

<0 

» 

y 2 ■ ■ : 

c. 








I 


ï 








CHAPITRE III. 


I 34 

Le nomogrammc à échelles accolées construit pour l'équation (1) ci-dessus par 
M. Lallemand est représenté par la figure 56 . 

En vue d’une plus grande netteté, ce nomogrammc a d'ailleurs suî>i l’anamor¬ 
phose graphique qui a précisément servi d’exemple au n° 28 ( 1 ). 

Ici les deux échelles accolées sont placées l’une au-dessus de l’autre, la pre¬ 
mière étant constituée par les horizontales (y 2 ) et les courbes (y 3 ), la seconde 
par les horizontales (a r ) et les courbes (x 5 ), De l’une à l’autre, les points se 
correspondent sur les verticales. 

Quant au nomogramme de l’équation (2), il a été superposé à l’échelle infé¬ 
rieure. Il a suffi, comme cela a été expliqué au n° 36 , de joindre entre eux les 
points du réseau formé par les courbes (aj) et (a 2 ) pour lesquels la somme 
7.1 -h a 2 était égale au supplément d’une certaine valeur de a 3 pour avoir la 
courbe a 3 correspondante et obtenir ainsi le système (a 3 ). 

Comme exemple numérique, plaçons-nous dans le troisième cas en nous 
donnant 

a - ;o n \ b = 43™, C = 6 o°. 

Pour rester dans les limites de nos graduations, nous diviserons par 10 la 
longueur de chaque côté. Dès lors, l’horizontale y 2 = 7 et la courbe y 3 = 4,3 
de l'échelle supérieure se coupant en un point, suivons la verticale de ce point 
jusqu’à l’horizontale y.\ — 6o° de l’échelle inférieure. Par le point ainsi obtenu 
passent les courbes a 2 — 82° et a 3 = 38 °; donc 

A = 82° et '11 = 38 °. 

Puis, si du point de rencontre de l’horizontale cc 1 = 38 ° et de la courbe 
7.2=82°, nous remontons par une verticale à l’échelle supérieure, nous 
obtenons sur l’horizontale y 2 = 71111 point par lequel passe la courbe y 3 = 6 ,t: 
donc 

c — 6i m . 

o2. Eléments condensés à 11 cotes. Echelles multiples. — On 
vient de voir ( n° 49) comment on pouvait définir des éléments con¬ 
densés, lignes ou points, à deux cotes, au moyen dun réseau constitué 
par deux systèmes de lignes à une cote. Rien n empêche de munir à 
son tour F un de ces deux sy stèmes, ou même les deux, d'un réseau 
de doubles cotes, et de continuer de même pour les systèmes consti¬ 
tuant les nouveaux réseaux introduits. La répétition de cette opéra¬ 
tion permet, comme on voit, de multiplier autant qu’on le veut, théo¬ 
riquement du moins, le nombre des cotes afférentes à un système 
quelconque d'éléments donnés. 


( ! ) La ligure 4 ° n’est autre que lïn lication de l'anamorphose graphique qui a 
fourni l’échelle supérieure de la figure 56 . 
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La figure 5~ donne, par exemple, la représentation schématique 
d’un système de courbes O à quatre cotes z ,, z 2 , 3 3 , z^. La courbe G 


Fig. 67. 



correspondant à un système de valeurs des quatre variables est celle 
qui passe par le point de rencontre de la courbe (z n z 2 ) et de la 
courbe ( 33 , z /t ). Et l’on voit que, si la courbe C est connue ainsi que 
trois de ses cotes, la quatrième s’en déduit immédiatement. 

Dans le cas où les courbes G deviennent des droites parallèles, ces 
droites déterminent, sur un axe quelconque perpendiculaire à leur 
direction, une échelle dont les divers segments, comptés à partir 
d’une origine arbitrairement choisie, se trouvent être fonctions des 
cotes afférentes à ces parallèles. On obtient ainsi des échelles mul¬ 
tiples, dont l’idée, sous la forme particulière indiquée ci-après, est 
due à M. Lallemand. 

Considérons un système de parallèles à O y tracées à travers un 
réseau z 2 ) ( fi g- 58), c’est-à-dire définies par une équation de la 
forme 

^ =/l2, 

et un système de radiantes issues de l’origine, et tracées à travers 
un réseau (s 3 , s /( ), c’est-à-dire définies par une équation de la forme 

y = a? A- 

On aura, dès lors, pour les parallèles à O a? passant par les points 
de rencontre des droites des deux premiers systèmes, l’équation 
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Ces parallèles donneront donc sur O y une échelle multiple, celle 
de la fonction de quatre variables dont l’expression est fournie par la 
dernière formule. 

Faisant coïncider de même Taxe ()x f d'un nom eau système de 


Fig. 58. 



radiantes à deux cotes z 5 et z G avec l’axe O y de l’échelle précédente, 
on voit qu’on obtient, pour les parallèles à cet axe, une équation de 
la forme 

et ainsi de suite. 

Si, au lieu de radiantes issues de l’origine, on avait, sur le ré¬ 
seau (z 3 , £ /( ), tracé des droites appartenant.à un système simplement 
infini quelconque, leur équation eût été de la forme 

y — x f %\*3 4 

et l’échelle multiple le long de O y aurait représenté une fonction de 
la forme 

JF «8/12/34-+- # 34 - 

il est inutile d’insister davantage sur ce sujet. On trouvera plus 
loin (n° 56) un exemple, dû à M. Lallemand, de remploi de ces 
échelles multiples. 

Il y a lieu toutefois de remarquer le caractère très spécial des éqiia- 
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tions ainsi représentées. Supposons, pour fixer les idées, que les 
courbes G de la figure 5^ concourent, sur un nomogramme, avec 
des lignes cotées (^ 5 ) et (^ c ). On se trouvera avoir ainsi représenter 
une équation à six variables, mais, en réalité, qu’a-t-on fait? Dési¬ 
gnons par Ç,, Ç 2 , Ç 3 les paramètres dont dépendent, dans les systèmes 
simplement infinis auxquels elles appartiennent respectivement, les 
lignes condensées ( , z 2 )-> (^ 3 . £/, ) et C. Les divers concours de lignes 

intervenant dans le nomogramme s’exprimeront respectivement par 
des équations telles que 

Si) = S ( 31 S'u >*2) — h (K 1; S-'l) — J (K'ii 3 o) Z G ) — O. 

Par conséquent, 1 équation à six variables, représentée par ces sys¬ 
tèmes ramifiés, n’est autre que celle qui provient de l’élimination de Ç,, 
C>, ç 3 entre les quatre équations précédentes. Étendant à ce cas la 
définition donnée au n° 49, nous dirons que l’équation à six variables 
donnée est dissociée en ces quatre équations. 

La généralisation est évidente. Une équation à n variables ne pourra 
être ainsi représentée par systèmes ramifiés que si, moyennant l’intro¬ 
duction de n — 3 variables auxiliaires, elle peut être dissociée en n — 2 
équations ne renfermant chacune que trois variables prises parmi 
les n variables données et les n — 3 variables auxiliaires, chacune de 
ces équations renfermant au moins une des variables auxiliaires. 

Le nomogramme total comprendra donc en tout 2 n — 3 systèmes 
simplement infinis de lignes, dont n cotés au moyennes valeurs des 
variables ..., z n données, et n — 3 non cotés correspondant 

aux variables auxiliaires et que nous appellerons les systèmes de 
liaison. 

Remarquons, en outre, que, puisque nous pouvons disposer de la 
nature géométrique de deux des trois systèmes servant à représenter 
une équation à trois variables, nous pourrons, dans ce système ramifié, 
provenant de l’enchaînement de n — 2 nomogrammes à trois systèmes 
de lignes concourantes, choisir arbitrairement la nature géométrique 
de ai — 1 de ces systèmes, sous cette réserve toutefois que, lorsque, 
dans un de ces nomogrammes partiels, deux des systèmes sont déter¬ 
minés, le troisième s’en déduit. 

Pour fixer les idées sur ce dernier point, reprenons l’exemple 
ci-dessus : dans la représentation de / = o, nous pourrons choisir les 
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systèmes (z t ) et- ( ^ ), d’où ( ) se déduira ; passant à l’équation h =sk o, 

( Çj ) étant déjà déterminé, on pourra encore se donner (Ç 2 ) ? et ( Ç 3 ) s’en 
déduira; enfin, pour les équations g=o. et j = o, on pourra se 
donner encore arbitrairement ( z 3 ) d’une part, (z :i ) de l’autre ; ( g /( ) 
et (.z o) s’en déduiront. 


II. — Abaques hexagonaux à échelles multiples, 

53 . Abaques hexagonaux à glissement. ^ C'est précisément 
à propos des abaques hexagonaux que M. Lallemand a mis en œuvre 
pour la première fois, sous forme systématique, l’idée des échelles 
binaires et, plus généralement, des échelles multiples dont il vient 
d’être question. 

En premier lieu, on peut remplacer les échelles simples d’un 
abaque hexagonal par des échelles binaires susceptibles de prendre 
elles-mêmes la forme d’un abaque hexagonal, et ainsi de suite, de 
proche en proche. Cela conduit à un dispositif dont la description 
peut se faire comme suit ; 

fi 1/2 7/3? ••• étant des fonctions de chacune des variables z ir 
z 2 , ^3, ... soumises au calcul, ^ 3 , £ 4 , ... des variables auxiliaires, 


considérons les é 

quations de dissociation (n° 52) 

(•) 

A -r~A = ?3: 

.( 2 ) 

A ;» = ?*• 

(3) 

A * 4 - ï, = 

(-1) 

f _x_ Ÿ _ v 

Jo -H wo — W5, 

(71—2) 

jn- 1 "+~ 1 — ^su. 


Nous pourrons représenter ces diverses équations par des abaques 
hexagonaux définis par les mêmes axes Ox, Oy et O £, en ayant soin 
d’écarter les unes des autres les échelles parallèles à un même axe 
par application de ce qui a été vu au n° 11, c’est-à-dire en alignant les 
origines de ces échelles sur une perpendiculaire à leur direction 
commune menée par l’origine O. 

Nous définirons, d’ailleurs, les échelles des divers abaques par 
les formules (où, pour plus de simplicité, nous faisons le module o 
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égal à i i : 


(I) 

v=fu 

y — 

U 

t — 

y 

^3 

(II) 

x = Ç 4 , 

y = 

—fzi 

t = 


(III) 

^ = Ç 4 . 

y = 

A, 

t - 


(IV) 

V — ç«, 

y = 

-U, 

t = 

r.. 

"t ô 


Suivant que n sera pair ou impair, les formules relatives au dernier 
abaque seront : 

(N — IJ ) OP—^ n . y — —fn-u t — (J n-l 

OU 

(N —11/ x = l u -. l . y — f n _ j t — (s n 

On voit que les abaques des équations ( A ^ et ( /*. —[— 0 ont en 
commun Féclielle de O t si k est impair, celle de Ox si / est pair. 
Par conséquent, pour faire passer le transparent de sa position sur 
Vabaque de rang ( k ) à sa position sur l abaque de rang (k -h i ). 
il suffit, en maintenant son orientation, de le faire glisser per¬ 
pendiculairement àOt, d es t-à-dire dans la direction de Vindex i f „ 
si k est impair, perpendiculairement à Ox, des t-à-dire dans la 
direction de l'index I,, si k est pair. 

Cela posé, remarquons que les équations ( i ) à ( n — 2 ), additionnées 
ensemble, donnent 

/1 -*~fz -+-••• -+- f n —1 = Kn. 

Construisons sur l’abaque les échelles (^t), (5 2 ), .... (;„_,) à 
1 exclusion des échelles (C 3 ), (CO’ •••? (C«-0 et sur l'axe qui porte¬ 
rait l’échelle (C„), construisons celle de la fonction— f n , c’est-à-dire 
construisons l’échelle x = — f n si n est pair, l’échelle t = — f n si n 
est impair. 

Nous aurons ainsi 

(K) /■+/*+ ...+/»-!+/» = o. 

et nous voyons, d'après ce c|ui vient d’être dit, que tout système de 
valeurs de z t , z 2 , ..., z n satisfaisant à l’équation (E) sera tel que, si, 
après avoir fait passer l’index I, parle point (zf, on donne au trans¬ 
parent les glissements alternatifs qui viennent d’être définis, de 
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manière à prendre successivement avec l'index I 2 les points (^ 2 )? 
(s 3 ), . .., (z n - i '), l’index I, si n est pair, I 3 si n est impair, donnera, 
dans la dernière position du transparent, la valeur de z n sur l’échelle 
correspondante. 

Grâce à la terminologie introduite aux n os 49 et 52, on voit que ce 
qui précède peut être résumé dans l’énoncé suivant : une équation 
ci n variables est reprësentable par abaque hexagonal lorsqu 1 elle 
peut être dissociée en n — a équations à trois variables suscep¬ 
tibles chacune de ce mode de représentation. 


Fig. 5 q. 



En résumé, la représentation de l’équation (E) ci-dessus s'obtiendra 
comme suit ( fi g. 5p et 5p bis) : 

Fig. 59 bis. 



En ayant soin d'aligner les origines des échelles parallèles à 
un même axe sur une perpendiculaire élevée en O à cet axe , on 
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construit parallèlement à Ox l’échelle cle la fonctionparallè¬ 
lement à Oy celles des fonctions f 2 , —-/a, f \, —, .... (— i 
enfin parallèlement ci Ox si n est pair {fi g . 5g), à O L si n est 
impair f fi g. 5g bis), celle de la fonction — f n . 

On trace , en outre , deux flèches Y' et¥'perpendiculaires l une 
èi O*, Vautre à Ox. 

Et le mode d’emploi de l’abaque est le suivant : 

Le transparent étant convenablement orienté , on fait passer 
son index I, par le point (.;<), son index I 2 par le point (z 2 ), 
puis on le fait glisser alternativement dans le sens des flèches F 
et F", de façon ci amener successivement son index 1 2 ci passer 
par les points (z 3 ), (s 4 ), (s 3 ),.. .. Quand cet index I 2 passe par le 
point (, 5 a _ ( ). l’index , I, ou l ;t , perpendiculaire ci l’échelle (s w ), 
t'enconlre cette échelle en un point dont la cote est la valeur de z n 
demandée . 

Exemple : Analogies des sinus et des tangentes. — Nous emprunterons à 
M. Lallemand l'exemple suivant : 

Soit à représenter les équations 

ajsina 2 = a 4 sina ;i , 
y.\ tanga 2 = a 4 tanga 3 , 

qui sont d’un usage fréquent dans les applications de Trigonométrie plane. 
Nous les écrirons 

log oc, -t- iog sin a 2 —log sin a 3 —logx 4 =o, 
logaiH- Iog tangoc 2 — Iog tanga 3 — loga 4 = o. 

Pour représenter la première, nous n’aurons, d’après ce qui précède, qu’à 
construire parallèlement à Ox l’échelle des fonctions logaj et loga 4 qui n’en 
lormeront qu’une, parallèlement à O y celle des fonctions log sina 2 et logsina ; > 
qui se confondront également. 

De même pour la seconde équation, en changeant les log sin en logtang. On 
pourra, d’ailleurs, faire coïncider les échelles logarithmiques (^-î), ou échelles 
des longueurs, des deux abaques. On obtient ainsi la figure 60 sur laquelle 
l’échelle des tangentes a été fractionnée au point coté 45 °. 

Il n’y a ici à effectuer qu un seul glissement dans la direction des parallèles 
équidistantes tracées sur l’abaque. 

Le mode d’emploi sera donc le suivant : 

Faire passer les index I] et I 2 du transparent convenablement orienté 
respectivement par les points (aj) de Véchelle des longueurs et O-V) de 
l échelle des sinus (ou des tangentes ), puis faire glisser ce transparent 
dans la direction des parallèles équidistantes jusqu ci ce que son index I 2 
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lïbk's de prendre elles-mêmes la forme d’abaques hexagonaux, on 
obtient la disposition générale représentée par la ligure (ii ( , ). 

Le type de l’équation correspondante est, d'après ce qui a été vu 
au n° 31, 

On dispose à volonté des trois échelles accolées respectivement 
aux trois axes de f’abaque hexagonal, pourvu que trois points (s 4 , z 2 ), 

Fig. 61 . 



(^ 3 , z*)* ■■*> 6 ) pris dans chacune de ces échelles et correspondant 

à une solution particulière de l’équation ci-dessus se trouvent simul¬ 
tanément sous les trois index du transparent. 

L’emploi de l’abaque, si, par exemple, on prend z () pour inconnue, 
est le suivant : deux des index du transparent convenablement 
orienté passant l un par le point (z t , z 2 ), Vautre par le point (z 3 , 
Zr t ), le troisième index coupe la courbe z ;; de V échelle binaire 
correspondante en un point , et la cote de la courbe passant en 
ce point est la valeur demandée . 

On pourra, dans certains cas, se servir de celte méthode en faisant 
entrer une même variable dans deux groupes binaires différents. 11 
convient toutefois de remarquer que, dans ce cas, la variable figurant 
dans deux groupes binaires ne saurait être prise pour inconnue. 


(') Voir le renvoi du n° 50 (p. i:>3). 
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Pour qu’une variable intervenant dans un nomogramme quel¬ 
conque puisse y être prise comme inconnue , il est évident , en 
effet, qu’il ne doit lui correspondre sur cet abaque qu’un seul 
système d’éléments cotés ( 1 ). 

Exemples : i° Intérêts composés ( 2 ). — La formule des intérêls composés 
est 

A — a( i -+- /•)", 

dans laquelle 

a désigne le capital placé; 
r le taux ; 

n le nombre d’années-du placement; 

Y le capital produit. 

Il suffit de l’écrire sous la forme 

logA = loga 4- n log(i 4- r) 

pour voir qu’elle rentre dans le type, ci-dessus lorsqu’on prend le long de 
deux des axes des échelles logarithmiques ordinaires pour A et o , et le long 
du troisième une échelle binaire pour l’ensemble de n et de r. 

Si [jl est le module des échelles logarithmiques (A) et (a), l’échelle binaire 
(n, r) sera définie par 

x = \xn log(i -l- r), 

Taxe des x étant supposé coïncider avec l’axe correspondant de l’abaque 
hexagonal. On constituera donc cette échelle au moyen de deux systèmes de 
droites cotées 

y = '/ log(i-t- r), 

y x = \^e y. 

L’abaque correspondant, pour lequel, sur la figure 62, on a pris 

2 

fj. = fi. = - - x l m , 


( 1 ) On peut, par exempie, représenter l'èquation 

3 3 + 11Z 2 -r- p z -T- q — O 

par un abaque hexagonal comportant une échelle binaire {.z, /?) représentative 
de z 3 -h nz 2 , une échelle binaire (z, p) représentative de pz et une échelle simple (q), 
mais un tel abaque ne permettrait pas de prendre z pour inconnue, alors que c’est 
précisément en vue du calcul de cette variable que l’on peut avoir à représenter une 
telle équation. Gela souligne l’intérêt de la solution qui sera donnée plus loin (n° 104 ) 
pour ce problème. 

*(-) On trouvera plus loin ( ri 0 102 ), un nomogramme plus simple pour la même 
formule. 
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dans des cas analogues. Elle consiste en ce que, dans le champ de variation 
très limité de la variable /*, les accroissements de log(i-f- r) sont sensiblement 
proportionnels à ceux de r. 

Calculons, par exemple, au milieu de cet intervalle, logi,o 4 , en admettant 
cette proportionnalité. Nous aurons 


d’où 


log 1,04 — 1 °g ï , 09,5 i ,o 4 — i ,o > > 
log 1 ,<}6 — log I ,095 I ,of) — I ,095 

15 

log I ,<>4 — log 1,025 h- — (log 1,06 — log 1, 025 ) = 0,0169739. 


Ea véritable valeur de Iogi,oj est 

log 1 ,04 » 0,0170333. 


L’erreur commise est donc 


ou sensiblement 


£ — — o, 000 o 5 q 4 
e = — o ,00006. 


Avec la valeur de ;jl' admise sur la figure 62, cela donne pour l’écart entre la 
position de la droite r = o } o4, obtenue par cette interpolation proportion¬ 
nelle, et sa position rigoureuse la valeur 

| X o m ,00006 = o m ,00004 i 


soit - 1 ■ de millimètre, écart qui peut être pratiquement regardé comme tout 
à fait négligeable. 

La position des index du transparent, marquée en pointillé sur la figure 62 
correspond à l’exemple numérique a — 20ooo fr , T=o,o4, n — i 5 a , pour 
lequel l’abaque donne A -f- 36 ooo tr ( 1 ). 


2° Poussée des terres. — M. Boussinesq a donné, pour le calcul de la 
poussée des terres sur un mur vertical de soutènement, la formule suivante : 



laquelle 

cp désigne l’angle de frottement des terres sur elles-mêmes; 
v>i l’angle de frottement des terres sur la maçonnerie; 

7TT le poids en tonnes du mètre cube de terre; 


( ! ) On peut fit ire à propos de cet, abaque la même observation que celle qui a été 
présentée au sujet de l'abaque des annuités (renvoi du n* 51 , Ex. i°. p. i->S). 
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H la hauteur en mètres du mur; 

P la poussée en tonnes par mètre carré. 

Pour traduire cette formule en abaque hexagonal, il n’y a qu’à la mettre 
sous la forme 




Le terme du premier membre donne pour P une échelle logarithmique 
simple, les deux premiers termes du second membre donnent une échelle 
binaire pour l’ensemble (ttt, H), et le reste du second membre une échelle 
binaire pour l’ensemble (©, o, ). 

L’abaque correspondant, construit par IVL Renard, et sur lequel l'échelle 
de la poussée P a été fractionnée au point P = 5 pour que l'abaque tienne 
dans un cadre plus restreint, est reproduit sur la ligure 03 . 

La position des index du transparent, marquée en pointillé, correspond à 
l'exemple numérique 


- v. 


Il = 4 “’, à, 


3o°, 


?i = 35°, 


pour lequel l’abaque donne P = ;V r ,S 7. 


55. Combinaison des deux types précédents. — L'emploi des 
échelles binaires petit aussi se combiner avec le principe des abaques 
hexagonaux à glissement dont il a été question au n° 53. 

On aura ainsi la représentation d une équation de la forme 

J VI V •+■ ••• ■+■./«, «4-1 = 0. 

Exemple : Erreur de réfraction dans le nivellement. — Si l’on repré¬ 
sente par 

B la pression barométrique; 

D la différence brute de niveau prise en valeur absolue; 

L la longueur de la nivelée; 

t-i la température de l’air à la hauteur de la lunette; 

t-i et t x ses températures aux points oh la ligne de visée rencontre les deux 
mires d'arrière et d’avant, 

et si l’on pose, en outre, 

,, _ t i -h L 2 -h 1 ?t 

° - 3 ’ 


T — t -i — t \, 


~ = h~ h, 
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l’erreur de réfraction z est donnée par Ja formule 


(l) £ 


o" ,m ,ooin8 B 


L 2 


76 D ( 1-b o,oo‘ 366 G ) 2 


ÜT 77 T 7 ('+ T ') 


[ 


o,i 343 — ^Iog(i —8 2 ) f 


] og 


1 


20 


S étant défini par l’équation 

(2) 


log(i 0) 
log(i — 8) 


En outre, e est ou non de même signe que la di(Jérence de niveau D 
(qui, sur l’abaque, ne sera prise, comme on vient de le dire, qu’en valeur 

T —J— z' 

absolue), suivant que le quotient —est négatif ou positif. 

Posant 

0,00108 


76 


k , ■ o,oo 36 () = a 


et remarquant qu’en vertu de (2) 0 est une fonction de x et x', on voit que 
la formule (1) peut s’écrire * 


ou encore 


B L 2 
D ( 1 -b a6 ) 2 


(' ' 0 ©( 3 ), 


loge log/c = log B — logD -b 2 log L —2 log(i-haG) 

+ log(" “ x')log<p(o), 


0 dépendant de 7 et de z en vertu de l’équation (2). 

Sous cette dernière forme, elle apparaît comme susceptible d’être repré¬ 
sentée par un abaque hexagonal à glissement du type de la figure 5 q (n° 58 ), 
comprenant une échelle simple (e) et trois échelles binaires (B, D), (L, G) 
et (x, z'). 

L’échelle (e) et l’une des échelles binaires, (L, 0 ) par exemple, seront 
accolées à l’axe Oj de la figure 5 g, les deux autres échelles à l’axe O y, et le 
glissement aura lieu normalement à l’axe Ot ( 1 ). 

Si nous représentons par 0 ,.zqjKi, 0 2 ^ 2 JK 2 , 0 3 a ? 3 ^ 3 les systèmes d’axes 
rectangulaires auxquels sont rapportées respectivement ces trois échelles 
binaires, elles seront définies par 

(Ei) - /; i — P(log B — log D), 

(Ë 2 ) ^2= t u2[logL — log(i 4- aO)], 

(E 3 ) ar :i — p-[ log(x -bx') -b logo(o)], 

où est le module commun aux trois axes. 


C) Pour passer de la disposition de la ligure 5 <j à celle de la figure 6 |, il faut, avec 
un tel choix d’axes, supposer que l'on fasse tourner la première de 120° dans le sens 
rétrograde. 
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aro tjs sjo ifi 1.0 o.s o> 0^3 o.2 

Différence de niveau ( D ? 

nouveaux modules, les systèmes de droites cotées 


(B) 

y îfi : j -i iogp», 

(D, 

|JLjXi = pjKl— P-p-1 log D 

et 

(0) 

y2 = p-2 l°g 1 * “i" SîO), 

(10 

JJLjiTÿ = 2 |JL[i. 2 log L — % ').y 


Pour la troisième, nous prendrons d abord le système 
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Quant au système (Y), on serait d’abord tenté, pour le construire, d’obtenir 
l’équation des courbes qui le composent, en éliminant o et z entre les équa¬ 
tions < 21, (E 3 ) et (t) ci-dessus. Malheureusement, cette élimination est algé¬ 
briquement impossible. On peut toutefois tirer t de la dernière de ces équa¬ 
tions pour en porter la valeur dans les deux autres, ce qui donne 



Dès lors, les coordonnées de chaque point de la courbe ■' se trouvant 
exprimées en fonctions du paramètre ô, il est possible, en faisant varier ce 
paramètre, de construire la courbe point par point. 

L’abaque correspondant, représenté sur la figure (>4 est dû à M. Lallemand. 

Son mode d’emploi, d’après ce qui a été vu au n° 53 , se réduit à ceci : 
ayant d'abord fait passer les index J t et L du transparent respective¬ 
ment par les points (L, 6) et (B, D ), on fait glisser ce transparent dans 
la direction de l’index J 3 jusqu'à ce que Vindex I 2 passe par le 
point (-, L'index I, coupe alors l’échelle (s) en un point dont la cote 
est l'erreur demandée. 

Par exemple, pour 


= o' 


-(». D = 


22, L i 5 o"‘, 0 — t°,6, 


- o° ~~ 


i / - 


l’abaque donne 


£ = o 


mm 


.6 


et, comme ici le rapport 


D 


est négatif, il faut prendre 

£ = -H o" ,m , 6. 


Y = o°, 35 , 


56 . Abaque hexagonal à échelles mutiples : déviation du compas. — La 
déviation du compas d’un navire, variable avec la position de celui-ci à la 
surface du globe, est donnée par la formule 

o = A — {— m sin Z — {- n cos Ç-t-BsinaÇ-f-C cos 2», 

où ^ est le cap du compas, m et n des fonctions de la longitude L et de la 
latitude /, qui seront définies plus loin: A, B, G des constantes pour le navire 
donné. 

Les coefficients m et n étant des fonctions de L et de l peuvent être repré¬ 
sentés par des échelles binaires que nous désignerons par m(L, /) et n( L, l). 
Si maintenant nous posons * 

o' — m( L, l) sin 


nous voyons que nous n’aurons qu’à combiner, ainsi qu’on La vu au n® 52 , 
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l’échelle binaire 

avec les radiantes 

pour obtenir l'échelle ternaire 


x' = ni ( L, /) 
y' — x' sin Ç, 


J y'— "i(0 l) sin I = S'(L, l, Ç . 


De même, si nous posons 

o" = n( L, l ) cos Ç h- A B sin 2 Ç -h G cos 
nous n’aurons qu’à combiner l’échelle binaire 

#*$= /i(L, /) 

avec les droites cotées (Ç) définies par l’équation 

ÿ r — x” cos J + A+ B sin 2 J -r- C cos 2 ^ 


pour obtenir l’échelle ternaire 

y' — n( L, l) cos Ç À # B sin 2 Ç h- C cos 9 /Ç = o"(L, /, Z) ; 


et, puisque 


il suffira que les échelles ternaires o'(L, /, £) et o"(L, l, Z) soient accolées à 
deux des axes d’un abaque hexagonal pour que les valeurs de 0 soient données 
par une échelle métrique portée sur le troisième axe ( n° 32). 

Reste à voir comment on pourra construire les échelles binaires nu L, l) 
et n( L, l). On a 


ni — arc sin \ ^ (e tan g 0 -H jj 


= arc sin (/tangO -4- ^ ( 



formules où tout est constant, sauf l’inclinaison magnétique 0 et la composante 
magnétique horizontale H, fonctions l’une et l’autre de L et /. 

Pour construire l’échelle binaire de ni 

x' ni , 


nous pouvons prendre pour lignes cotées L les parallèles à l’axe des x 

y= 1 • 

Reste à tracer les courbes cotées (/ ). Nous nous servirons pour cela des 
planisphères terrestres sur lesquels sont marquées les courbes, oblenues par 
l’observation, le long desquelles 6 d’une part, H de l’autre, ont une valeur 
constante. Pour avoir la courbe cotée l il suffit, pour diverses valeurs de L 




22#® l2o 9 l^Q 9 u&r* jÇf 2JO • igo° 40#* .V' 1 * 22#° *?#* *>o 
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ou y\ associées à cette valeur de /, d’avoir les valeurs correspondantes de m 
ou x\ Or rien n’est plus simple, attendu que pour un couple de valeurs de l 
et L le planisphère dont il vient d’être question donne les valeurs de 0 et H 
qui, portées dans l’expression de m écrite plus haut (et que l’on peut, au 
besoin, traduire par un abaque 8 ) font, à leur tour, connaître m. 

De même pour l’échelle binaire de n. 

C’est ainsi qu’a été construit l’abaque de la figure G5, dù à JM. Lallemand, 
qui se rapporte au navire le Triomphe , pour lequel les constantes ci-dessus 
ont les valeurs 

A —i°9\ € — o, ioO, 

B m 6®4’»', f iife—o,oi l, 

C——o" V, P = —-o,o»3, 

À = 0,8.j . Q = —0,02. 

Pour plus de netteté dans l’échelle ternaire de o ,; , on n’a fait varier le cap 
du compas que d’une demi-circonférence. Afin donc d’avoir la valeur de o" 
correspondant à toutes les valeurs de Z, on a dù répéter deux fois-Péchelle 
binaire de n ( J ), l’une de ses positions correspondant à la graduation du 
demi-rumb nord, l’autre à celle du demi-rumb sud. 

En résumé, ayant pris dans L’échelle de o' (indiquée sur la figure par le 
chiffre 1) le point de rencontre de la droite Z et de la parallèle au premier 
axe passant par Vintersection de la droite L et de la ligne /, et dans 
T échelle de of (indiquée par le chilfre II), le point de rencontre de la 
droite Z et de la parallèle au second axe passant par l’intersection de la 
droite L et de la ligne l ( en tenant compte du demi-rumb où se trouve le 
compas), il suffit de faire respectivement passer par ces deux points les 
deux premiers index du transparent convenablement orienté pour que le 
troisième donne sur le troisième axe , qui porte l’échelle de la déviation , 
la valeur de o. 

On a indiqué en pointillé sur la figure les positions de ces index pour 
l’exemple numérique suivant : 

f = .j >“ N. L = 20° O, t = i P’, 5. 

L’abaque donne alors 

o = i i°, 8. 

( l ) Afin de facilitée la lecture, on a, sur IV eh elle binaire de m, qui est, en somme 
un planisphère anamorphose,, fait figurer les contours des continents. On s’est dis¬ 
pensé de le faire sur l’échelle binaire de n. parce qu’il en serait résulté une certain 
confusion dans le dessin. 
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R E PR ESE NT ATI 0 N PAR POINTS ALIGNÉS DANS LE CAS 

DE TROIS VARIABLES. 


I. - Nomogrammes généraux à points alignés P ), 


57. Principe des points alignés. — Mous avons déjà exposé au 
n° 29 les raisons pour lesquelles il esl désirable, ehaque fois que la 
ehose est possible*, de 11 e faire inlervenir comme éléments cotés, dans 


( 1 ) C’est dans le Mémoire 0 . 1 , paru en novembre 1884, mais présenté en février 18 -S4 
à la Commission des Annales des Ponts et Chaussées , que le principe de cette méthode 
a été donné' pour la première fois. 

La portée en a été précisée dans la Note 0.2 avant qu'il ait fait l’objet d'un exposé 
plus détaillé dans la brochure 0 . 4 , Cliap. IV. 

La méthode est désignée à cet endroit sous le nom de méthode des points isoplethes 
eu egard au fait que les systèmes de points qui y interviennent sont corrélatifs des 
systèmes de droites isoplethes figurant sur les abaques construits par la méthode de 
Lalanne. Or, nous avons déjà dit ( n" 16) pourquoi nous nous étions décidé à aban¬ 
donner le terme (Yisoplethe pour nous en tenir à celui de coté. D’autre part, on 
verra par la suite qu on peut construire des nomogrammes ou n'interviennent que 
des points cotés, mais où la relation de position établie entre ceux-ci est autre que 
l’alignement. [I nous a donc semblé que la meilleure manière de caractériser la 
présente méthode consistait à rappeler qu’elle reposait sur l’emploi de points ali¬ 
gnes. 

On a pu, après coup, rattacher à la méthode des points alignés la table graphique 
de 'multiplication obtenue par Mübius à titre d’interprétation du théorème des trans¬ 
versales de Menelaüs ( Werke. t. 1\ , p. 6 >o). Mais, ainsi que cela résulte de l’exposé 
contenu dans 1 édition française de VEncyclopédie des Sciences mathématiques 
(t. I, vol. 4, l’asc. 3, p. 3 - 9 ) le principe général de la méthode ne s'était nullement 
dégagé de ce problème particulier et n’a été mis en lumière pour la première fois 
que dans le Mémoire 0 . 1 . 

C est, d’ailleurs, un fait d’observation générale que, lorsquapparait quelque méthode 
nouvelle applicable à tout un ordre de questions, on arrive toujours à lui rattacher 
a posteriori les solutions antérieurement données pour certains cas très particuliers, 
sans que celles-ci aient même fait soupçonner le principe général d’où l’on pouvait 
les faire dériver. 

C’est ainsi, par exemple, que l’on peut regarder la construction de la carte de Mer- 
cator comme résultant d une application du principe de l'anamorphose. Il n’en est 
pas moins vrai que ce principe n’a été acquis, à un premier degré de généralité, 
que depuis les travaux de Lalanne et que l’on ne saurait équitablement le faire dater 
de plus haut. 
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la représentation d’une équation, que des points. Ces raisons peuvent 
se résumer ainsi : avec des points comme seuls éléments côtés on 
abrège et on simplifie la construction, on affranchit la lecture du 
nomogramme de toute chance d’erreur, on rend l’interpolation à vue 
beaucoup plus précise. 

La méthode que nous allons maintenant exposer assure la pleine 
réalisation de ces desiderata pour la catégorie, extrêmement générale 
dans les applications, des équations précédemment représentables 
par le concours de trois systèmes de droites quelconques , c’est- 
à-dire de celles qui sont de la forme ( 1 ) 


fi gi h\ 

fi Si h, 
fs g s h s 


Nous verrons (n° 101 ) que cette méthode possède, en outre, l’inap¬ 
préciable avantage de permettre une représentation directe et indivi¬ 
duelle d’équations à plus de trois variables, non dissociables, en une 
suite d’équations à trois variables (n os 49 et 52), et, conséquemment, 
non susceptibles d’être représentées par lignes concourantes. 

L’idée de principe sur laquelle se fonde cette nouvelle méthode se 
confond avec celle de la dualité , fondamentale aujourd’hui dans le 
domaine de la géométrie pure. 

On sait qu’on peut, d’une infinité de manières, faire correspondre 
à une ligure composée de droites une ligure composée de points, telle 
qu’à trois droites concourantes quelconques de la première ligure 
correspondent trois points en ligne droite, ou trois points alignés, 
sur la seconde. Toute transformation jouissant d’une telle propriété, 


( 1 ) La question, d’un intérêt purement théorique qui consiste à reconnaître si une 
équation F,.,3= o quelconque est réductible à celte forme, constitue un difficile pro¬ 
blème d’Analyse résolu de la façon la plus remarquable, en 1912, par M. Gronwall, 
dans le Journal cle Mathématiques pures et appliqués (p. 59). Mais, en pratique, 
on n’a ordinairement pas besoin d’y recourir, le procédé de disjonction précédemment 
indiqué ( n° 41 ) étant suffisant-dans presque tous les cas. 

Pour les formes plus particulières correspondant aux cas : i° de trois échelles 
rectilignes à supports parallèles (n° 67 ); 2° de deux échelles rectilignes parallèles 
avec une troisième échelle quelconque ( n° 78 ); la question avait été antérieurement 
résolue : i° par le comte Paul de Saint-Robert ( Mem . délia B. Acad, di Turino , 
187 1, p. 53 ) ; 2 0 séparément par Massau ( Mém . sur Vintégration graphique (Livre III, 
Chap. II ï,n° 178 ) et par M. Lccornu (C. B. de U Acad, des Sc., i ,r sein., i 885 , p. 818.) 
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dont le type le plus classique est fourni par la transformation par 
polaires réciproques, est dite dualislique. 

Supposons donc que nous appliquions une telle transformation à 
ün nomogramme constitué par trois systèmes de droites concourantes 
quelconques, en conservant , bien entendu, dans le passage d’une 
ligure à l’autre, la cote de chaque élément. 

Nous obtiendrons ainsi un nouveau nomogramme ( fi g. 66) sur 
lequel, à chacune des variables z 2 et y î7 correspondra un système 
de points cotés distribués sur une courbe, dite leur support, qui sera, 
dans la transformation effectuée, la corrélative fde l’enveloppe des 
droites du système correspondant sur le premier nomogramme. 

Fig. (>6. 



Ces trois systèmes de points cotés constitueront des échelles cur¬ 
vilignes. 

De même que, sur le premier nomogramme, les trois droites cotées 
au moyen d’un système de valeurs de z,, z 2 . z z satisfaisant à l’équa¬ 
tion représentée étaient concourantes, ici les trois points correspon¬ 
dants seront alignés. 

De là le mode d’emploi du nomogramme : la droite joignant les 
points cotés z { et z 2 sur les deux premières échelles curvilignes 
rencontre la troisième échelle au point coté z s . 

Pour n’avoir pas à dessiner cette droite, on pourra se servir d’un 
transparent à index ou encore d'un lil lin que l’on tendra entre les 
points ( 3 , ) et (z 2 ) ( 1 ). 

(') Ce dernier procédé, outre l’avantage d'une plus grande rapidité, offre celui, 
également appréciable, de ne pas exiger que la feuille sur laquelle le nomogramme 
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Les nomogrammos à points alignés peuvent se (‘lasser d'après le 
nombre des échelles à support rectiligne (pi'ils comportent. Nous 
appellerons genre d’un tel nomograntme le nombre de ses échelles à 
support curviligne. Nous aurons donc lieu d envisager les mono¬ 
grammes de* genre o. 1 , 2 et 

08 . Emploi des coordonnées parallèles . — Il s'agit maintenant 
de réaliser sous une forme pratique* la transformation dualistique 
dont reflet vient d'ètre indiqué. 

Le moyen qui s’oflre à cel elïel consiste à regarder les coordonnées 
courantes, dans les équations définissant les divers éléments cotés du 
monogramme non plus comme des coordonnées ponctuelles, mais 
comme des coordonnées tangen (ielf.es donnant pour le point une 
équation du premier degré ( 1 ). 

Parmi celles-ci, les plus .avantageuses, parce qu’elles représentent 
directement des segments de droite, sont les coordonnées parallèles 
dont nous allons, en quelques mots, rappeler la définition. 

Les coordonnées parallèles ( 2 ) u et e d’une droite sont les distances 
VM et BN T , prises avec leur signe, des points M et N où celte droite 
coupe deux axes parallèles dirigés V// el IL’, aux origines V et H res¬ 
pectivement choisies sur ces axes {/ig. b“). 

Dans ce système de coordonnées, toute équation du premier degré 

(1) au hc -f - c " o 

délinit bien un point l\ On peut le voir ainsi : prenons pour origine O 
d'un système do coordonnées cartésiennes h* milieu de VIL pou r axe ( hr 


est dessiné soit rigoureusement plane, pourvu toutefois qu’elle reste convexe, comme 
les feuillets, par exemple, d’un livre ouvert. Si, en elïel, on tend un til sur une telle 
surface, il se dispose suivant une ligne géodésique. transformée d’une ligne droite du 
plan, et les points qu’il recouvre sont bien des points alignés. 

Quant aux variations du papier dont nous avons signalé les conséquences en ce 
qui concerne les abaques avec transparent à trois index dans le second renvoi du 
n° 30 , elles n’ont ici aucun inconvénient lorsqu’on suppose, comme à l’endroit cité, 
le papier suffisamment homogène pour que les variations dans chaque sens soient 
uniformes, puisque, dans ces conditions, des points situés sur une droite quelconque 
ne cessent, à aucun moment , de se trouver en ligne droite. 

( 1 ) On trouvera une théorie entièrement générale de ces coordonnées dans notre 
Cours de Géométrie pure et appliquée de l'Ecole Polytechnique , t. I, p. >1 
( Gaulhier-Villars, 1917). 

( 2 ) Au sujet de ces coordonnées, voir ce qui est dit dans l'Introduction (p. xi). 




REPRÉSENTATION PAR POINTS ALIGNÉS DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. I 

la droite OB, avec sens positif de O vers B, pour ave O y la parallèle 
à A u et Be menée par O et de même sens positif que ces axes; si 
l’on pose OB = o, les coordonnées cartésiennes des points M et N, 
où la droite (u, ç) rencontre les axes Au et Br, sont respective¬ 



ment x — — o, y — u et x = o , y = v. L’équation cartésienne de la 
droite MIN peut donc s’écrire 


y i 

— o u i 



0 P I 


Remplaçant les éléments de la seconde ligne par la somme de ceux 
des deux dernières, respectivement multipliés par a et 6, et tenant 
compte de l’équation (i), on transforme ce déterminant en 


./• y i 

o ( b — a ) — c a -r- b 

o PI 


= o 


qui, sous cette forme, montre immédiatement que la droite MN passe 
constamment par le point P dont les coordonnées sont 


<2) 


N b — a — c 

b —u et — (— b 


Ï1 est, en outre, bien clair que la condition pour que trois points, 
donnés par leurs équations, soient en ligne droite, est la même que 
celle qui exprime que les trois droites obtenues en remplaçant u et c 
par x et y dans ces équations passent par un même point. 

Si a, 6, c sont des fonctions d’un paramètre variable z, l’équation 
en u et c du lieu des points correspondants s’obtient par élimination 
de s entre l’équation de ce point et sa dérivée prise par rapport à 
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On peut établir les formules ( 2 ) par un autre procédé dont on 
saisira l’intérêt par la suite. 

Supposons, lorsque la droite MN varie, que les points M et N 
soient respectivement affectés des masses a et b (prises bien entendu 
avec leur signe). Leur barycentre P, affecté de la masse a 6, se 
trouve sur la droite MN qu’elle divise dans le rapport 


(3) 


PM b 
~PN — ~i 


Or, ce barycentre est fixe lorsque l’équation ( 1 ) est satisfaite; en 
effet, les moments pris successivement par rapport à Ox et à O y 
fournissent, si l’on appelle x et y les coordonnées du point P, les 
équations 

(a -+- b') y = au -t- bv — — c 
et 

( a -f- b ) x — — <x 0 -+- h 0 , 


d’où se tirent les expressions ( 2 ) ci-dessus de x el y. 

Remarquons en passant que si, o 0 et x 0 sont les distances des 
points N et P au point de rencontre de MN et Oy, on a de même 


(2 bis ) 



Il est bien clair que l’on pourrait faire toute la théorie des nomo- 
grammes à points alignés au moyen des coordonnées ponctuelles 
cartésiennes, ainsi que nous le montrerons plus loin (n° 62). Mais, 
d’une part, la théorie y perdrait en unité, puisque, avec la première 
manière, il n’y a simplement qu’à donner dans les mômes équations 
une signification géométrique différente aux coordonnées courantes 
pour que cette théorie se confonde avec celles des nomogrammes à 
droites concourantes; de l’autre, l’emploi des coordonnées parallèles 
permet, dans le cas de beaucoup le plus fréquent où deux des échelles 
sont portées sur des droites parallèles, d’opérer sans tâtonnement ce 
que nous avons appelé la disjonction des variables (n° 40). 


59. Nomogrammes tangentiels généraux. — 11 n’a été question 
dans ce qui précède que de la transformation des nomogrammes à 
droites concourantes en nomogrammes à points alignés. Qu’obtien¬ 
drait-on en faisant subir la même transformation à tout autre nomo- 
gramme à lignes concourantes ? 
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Considérons d’abord le nomogramme le plus général constitué 
par trois systèmes de courbes concourantes quelconques ( n° 40). 
Chacun de ces systèmes donnera corrélativement sur le nouveau 
nomogramme un autre système de courbes; mais alors que, sur le 
premier nomogramme, trois courbes Correspondantes, prises chacune 
dans un des sy stèmes, devaient se couper en un même point, sur le 
second, trois courbes correspondantes devront être tangentes à une 
même droite que (sous tonne de l'index d’un transparent ou d'un lîl 
tendu ) I on appliquera Sur le nomogramme. 

Au surplus, toute équation entre trois variables étant susceptible 
d'une représentation ponctuelle comportant deux systèmes de droites 
et un sy stème de courbes, savoir celle que donne la méthode carté¬ 
sienne ( n° 16), elle pourra, de même, être représentée tangentiel- 
lement au moyen de deux systèmes de points et d'un système de 
courbes. Il subira, pour cela, si l'équation donnée est 

< E) E 1 23 — O, 

de poser, en appelant p, et lu des modules quelconques, 


(-si ) 

U = U 

O 2 ) 

r = »j 

d’où 


( 5 3 ) 

/ u V 

1^123 — V- 

\ M-l \ J -i 


Les deux première." équations définissent des échelles métriques 
supportées respectivement par l’axe des u et l’axe des c, la troisième 
un système de courbes quelconques. Toute équation à trois variables 
pourra donc être ainsi représentée, et le mode d’emploi du nomo¬ 
gramme sera le suivant : 

Lire la cote z :) de la courbe à laquelle est tangente la droite 
qui unit les points cotés respectivement et z-. 2 sur les deux axes. 

Une telle substitution ne présenterait quelque avantage que si elle 
permettait de remplacer les courbes intervenant sur le nomogramme 
ponctuel par d’autres courbes d’un tracé beaucoup plus simple. 

Si, par exemple, l’équation est de la forme 

[fl,b' ft c p:i -i- ’U ) 2 = é’ -+" (fî —fl ) 2 j 

il suffira, après avoir pris deux axes parallèles distants de u/, et ay ant 


J) O CAO N H 


11 
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leurs origines sur une même perpendiculaire à leur direction com¬ 
mune, de poser 

(*») u — \ x fu 

O 2 ) 

pour avoir 

(^3) ( w y*3 ■+• CÇ3 H- — g- 2 /i 2 -f- ( V — U . )' 2 , 

équation d’un cercle ( 1 ) de rayonayant pour centre le point 

3 -h V ü 3 -T- = O 

ou, si l’on choisit les axes cartésiens, comme au n° 08 . 

_ M 93-/3 . ^3 

^ — — —-, y — 7 :-* 

1 fs -+- ?3 y3 + ?3 

60. Transformation géométrique des droites concourantes en 
points alignés. — Avant d’étudier la construction directe des Hémo¬ 
grammes à points alignés, faisons voir comment on peut très aisément, 
si l’on possède un nomogramme à droites concourantes, le transformer 
en un nomogramme à points alignés. 

Chaque droite PQ (fig. 68) du nomogramme donné peut être 


F.g. 68. 



définie par deux de ses points. Prenant les coordonnées x et y de 
chacun de ces points et les reportant, comme coordonnées u et c, sur 
les axes parallèles de la seconde figure, on obtient les deux droites 


(') Voir Coordonnées parallèles et axiales , formule (i4), P- 
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corrélatives dont le point de rencontre G est le point transformé de 
la droite PO. 

v 

On pourra en particulier se servir des points P et Q, où la droite 
considérée rencontre les axes Ox et O y. 

Au point P (x = OP, y = o) correspondra la droite 

BM(it = AM = OP, v = o); 

au point Q (# = o, y = OO) correspondra la droite 

A N i u = o, c = BN = OQ ). 

La construction se résumera donc en ceci : Porter sur Au et Be 
les segments AM = OP, BN = OQ, et tirer les droites AN et BM 
dont le point de rencontre G est le transformé de la droite PQ (V). 

Voici un exemple ( 2 ) d’une telle transformation bien propre à mettre en 
relief les avantages de la méthode des points alignés. 

La figure 69 représente un fragment d’une Table graphique pour l’arpen¬ 
tage des coupes , dressée par M. Théry, professeur à l’École forestière. 

Pour s’en servir, on prend le point de rencontre de la verticale cotée z 1 et 
de l’horizontale cotée z 2 . La cote de l’oblique passant par ce point de ren¬ 
contre fait connaître z 3 , et cette cote est précisément celle inscrite à côté du 
point ou celte oblique rencontre l’axe O y. 

La transformation qui vient d’être décrite, appliquée à ce nomogramme, 
donne celui de la figure 69 bis. Les cotes des points (z 3 ) sont d’ailleurs obtenus 
par la remarque que voici : puisque sur le premier nomogramme une oblique 
et une horizontale de même cote se coupent sur l’axe Oy, un point de l’échelle 
curviligne du second nomogramme et le point de même cote de l’axe Be sont 
alignés sur l’origine A de l’axe A u. 

11 suffit de jeter un coup d’œil sur les deux figures ( 3 ) pour que les avan- 

(') Ici se placent deux remarques importantes : i° Pour que (ce qui est préfé¬ 
rable) les points C, correspondant aux droites PO, soient situés entre les axes Au 
et Br, il faut que ces droites PO aient un coefficient angulaire négatif; or on 
peut toujours faire en sorte qu’il en soit ainsi en choisissant convenablement le sens 
positif sur l’un des axes Ox ou Oy, celui de l’autre étant quelconque; a® rien n’em- 
pèche, en passant de l’échelle de Ox à celle de A u, et de celle de Oy à celle de Br, 
de changer de module s’il doit en résulter une meilleure disposition, ces deux chan¬ 
gements de module étant d’ailleurs indépendants l’un de l’autre (voir à ce propos les 
figures 69 et 69 bis). 

( 2 ) On trouvera un autre exemple d’une telle transformation dans un article de 
VL Quiquet : Sur trois modes de réduction graphique des assurances mixtes aux 
assurances en cas de décès , paru dans le Bulletin de l’Institut des actuaires 
français (juillet 1897). Voir aussi n° 90 . 

( 3 ) Lncore convient-il de remarquer que les modules des axes de la ligure 69 sont 
supérieurs à ceux de la figure 69 bis. S’ils avaient été les mêmes, la première de ces 
ligures serait devenue à. peu près illisible. 




Fig. 69 bis. 
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tages de la seconde par rapport à la première sautent aux yeux, en ce qui 
concerne les desiderata formulés au n° *29. 

On peut faire, en outre, les deux remarques suivantes : 

i° Sur la figure 69 les obliques (~ 3 ) se distinguent mal des horizontales (■*■>). 
Ou a même dû renoncer à les tracer pour les valeurs de z 3 inférieures à 0 , 04 , 
tandis que sur la figure Gq bis les points (z 3 ) sont nettement séparés des 
points ( z<i ) et ont pu être marqués jusqu à z :i — o. 

2 0 Sur la ligure 69 l'enveloppe des droites ( z :i ) n’apparaît j » a >. Le seul aspect 
de la ligure ne permettrait même pas d’affirmer si cette enveloppe se réduit 
ou non à un point. Sur la figure 69 bis, au contraire, ainsi que sur tout nomo- 
gramme à points alignés, la construction même de ces points fait connaître le 
tracé de la courbe qui leur sert de support. On verra par la suite (n° 90) que 
cette circonstance est, en certains cas, d’un haut intérêt. 


61. Construction directe des noniog ranimes à points alignés. 
Supposons qu'une équation ait été mise sous J a forme 


/1 gi bi 


gi 


A 

f* gi 


h 2 
b-.i 




D après ce qui a été vu au n (> 08, nous n'aurons, pour obtenir un 
nomogramme à points alignés de celte équation, qu'à prendre, en 
coordonnées parallèles u et o, les équations 


(s 1 ) 
t Z *2 ) 

( ^3 ) 


"f \1 -i- b \ = o, 

uf-2 -4- Vgi -m h.2 — O, 
ufs- f- C,s > 3 k 3 — o. 


Pour construire chacun de ces systèmes de points cotés nous 
pouvons obtenir individuellement chaque | p.mi (.:;/) par la rencontre; 
de deux droites ( u. c) particulières dont les eoet données satisfassent 
à l’équation ■« 

"Ai + v gi-^ lu — <>, 


et notamment des droites (^u = o, v = — — j et ^u — - c = o^ , 

ou bien par le tracé d’une seule de ces droites ( u , et sur laquelle 
(avec les notations du n° 08) on marque le point défini en vertu de la 
formule (a bis) de ce numéro, par 
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On peut aussi, en prenant les mêmes axes cartésiens O r et Oy 
qu’au n° 68 et représentant toujours par o la moitié de la lon¬ 
gueur AB, se servir des coordonnées 


x — 


> Si —fi 
o --? 

ji + Si 


~/Q- 

fi+ S i 


du point considéré. 

On pourra enfin, lorsque les fonctions «/, hi s’exprimeront sous 
forme algébrique et entière au moyen d une seule fonction de z,\ 
recourir aux constructions simplifiées dont il sera question plus loin 
(n° 63 ). 

Si P, et Q,, IA et Q 2 sont les points correspondant respectivement 
aux valeurs limites a, et 6, de a 2 et b 2 de on tirera les 
droites P, Po, P|Q 2 , IAQ ( , Qi Q 2 qui, sur le support du sys¬ 
tème (£3), détermineront quatre points, dont deux extrêmes et deux 
intermédiaires. En aucun cas on n’aura à construire de points (A ; >) 
en dehors de ces points extrêmes. 

Ici encore la transformation homographique, puisqu’elle conserve 
F alignement des points, pourra être utilisée. Comme au n° 43 , on 
obtiendra ainsi les trois systèmes de points 


( -Z 1 ) 
( *3 2 ) 
(^3) 


u( V'i -h \J.gx -f- v/«j ) 4 - v(A' j\ - 4 - y g X -+- h x ) -- 
u (A /0-1- [J. g-> -+- v h> ) h- v ( )// 2 - 4 - \j.' g. 2 -+- v' h-, ) -4- 
" ( i fi I- 1 ©':} ■+* v à 3 ) e ( A'Ji -+- g' g?, + v' A 3 ) - 4 - 


a" fx H- y gi H- v" h 1 = (» T 
x"/ 2 + y g, v"a 2 = o. 

>é/s -h H- v'7/ 3 = O. 


les paramètres A, u., . . ., v" étant quelconques et astreints à la seule 
condition que leur déterminant 


soit different de zéro. 


D = 



y 




v 


t! 


#■ 


Ces équations (s,), (^ 2 ), (s 3 ) font alors connaître une infinité de 
nomogrammes à points alignés correspondant à l’équation proposée. 
On pourra fixer les valeurs des paramètres A, p, . . ., v" en vue d'ob¬ 
tenir, pour le nomogramme, une disposition aussi favorable que 
possible. jNous reviendrons plus loin (n° 63 ) sur ce point. 

En tout cas, puisque ces paramètres sont au nombre de 9 sous 
forme homogène, ce qui équivaut à 8 indépendants, nous voyous que 
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nous pouvons toujours disposer arbitrairement de quatre points du 
nomograin me. 

Remarque. — Il arrivera souvent que, lorsque deux systèmes de 
points cotés, iz t ) et (z 2 ) par exemple, auront été construits, le troi¬ 
sième (^ 3 ) s'en déduira immédiatement. Cette circonstance se pro¬ 
duira lorsque, pour chaque valeur attribuée à z 3 , on pourra sans 
calcul, ou du moins par un calcul très simple, déterminer deux 
couples correspondants de valeurs pour z, et z 2 . Chacun de ces 
couples définira une position de l’index que l’on marquera au crayon. 
La rencontre des deux droites ainsi tracées donnera le point coté au 
moyen de la valeur £ 3 considérée. 

Si même le support du système (z 3 ) est une droite connue d’avance, 
une seule position de l’index, et, par suite, un seul couple de valeurs 
de z, et ^27 suffira pour obtenir le point coté s 3 . 


62 . E mploi des coordonnées cartésiennes . —- Les coordonnées 
parallèles nous ont permis de faire dériver corrélativement les nomo- 
grammes à points alignés du même principe que les nomogrammes à 
droites concourantes; elles nous seront, en outre, d’un grand secours, 
pour définir immédiatement les points cotés correspondant aux divers 
types d’équations se rencontrant fréquemment dans la pratique 
( sections II et III). Mais il est bien clair que la théorie des points 
alignés peut se faire également en coordonnées cartésiennes, de 
même que ces coordonnées permettent, si l’on veut, de démontrer 
les propositions obtenues dualistiquement par le moyen de la trans¬ 
formation par polaires réciproques. 

Il suffit de remarquer, en effet, que l’équation 


A g 1 A 
A gi h t 

A gz h 3 


= O 


exprime aussi l'alignement des trois points définis en coordonnées 
cartésiennes, par 


X _A 

x -.hA 

A 


X 


h* 


A 




y 

y 


6 2 

V 

il 

hé 
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ou, en coordonnées homogènes, par 


x —fu 

y = 

1 5 

£ ~ A1, 

=/s, 

y = 

g 2 > 

< = a 2 , 

x =/a, 

r = 


t — A 3 , 


Tous les nomogrammes qui se déduiront homographiqueinent de 
celui-ci seront dès lors donnés par les formules 


x = 


X 


VA i J -0 b \ + V 0 h\ 


X 


V/l "+■ l x o g\ “+“ v o 
^0^/2 v o hy 

V j‘2 + [A S'il + v([ /l 2 
Xp ,A -t- |A 0 ^3 -4- y q A,} 

^o/3+ri^ + v;/ i3 ’ 


le déterminant 


X 0 

x; 

x; 




r 


K 


î^o v 0 
i J -o v' (l 

a" v" 

[-*•0 '0 


Xq./i ~ + ~ M-o ff 1 4 - v’, A 1 

x;;/i ~ J - , u o £1 ■+- V o /? 1 ’ 

X 0 fi + -t- v / (| A-, 

X0/2 h- ni» *'2 ■+* A 2 ’ 
Xp h -4- ;a 0 ,y 3 H- v' 0 A3 


X 0 /s -H- 4 u 0 ^3 H- v A 3 


étant supposé différent de zéro. 

On voit que le nomogramme correspondant à un sj stème de valeurs 
de Â 0 , p 0 , . . v' 0 sera identique à celui que donnent les dernières 

formules (s, ), (s 2 ), («3) du numéro précédent avec un certain système 
de valeurs de À, a, . . ., v v , lorsque l’on aura 


X 0 .= X'-x, 
X'o = - X", 
X" = A'-+-A, 


I^o = 

[J. JA 5 

Vo — 

v — v 

t 

.. // 

/ 

11 

^ 0 = 

! x ? 

''0 = 

— v , 

rt 

a 

v 


p<> = 

f J - 4 — fl 

l ‘ t î 

V 0 — 

V -h V. 


En particulier, oh retrouvera le nomogramme donné par les pre¬ 
mières formules (5,), (^ 2 ), (-? 3 ) du numéro précédent, en prenant 

Xo = —1, ;j-o = 1, v () — o, 

X'o = O, p'o = O, v', = — ] , 

X 0 * i [■*• 0 ^ ' v 0 o. 

63 . Transformation Homo graphique des nomogrammes à 
points alignés. Quadrangle limite. — La transformation homo- 
graphique conservant l’alignement des points peut être d’un grand 
secours pour donner à un nomogramme du genre ici étudié la 
meilleure disposition. 
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En particulier, si l'on considère le quadrangle formé par les points 
qui correspondent aux valeurs limites a t et b t , a 2 et b 2 des variables z, 
et z 2 prises comme indépendantes, quadrangle qui forme le cadre 
de la partie utile de l’abaque, on peut le faire coïncider avec un rec¬ 
tangle de hauteur h dont les sommets seront définis, par exemple, 


par 


(ai) 

U = 0 , 

(M 

u — h 

(«s) 

V = 0 , 

(*l) 

v — h 


Le problème est analytiquement le même que celui qui a été traité 
au n° 44 et conduira aux valeurs à adopter pour X, p., . . ., v" dans les 
dernières équations (s,), (z 2 ) et (z 3 ) du n° 61. On trouvera plus loin 
(n° 86) un exemple détaillé d’un tel calcul. 

Si r on se propose de substituer à un nomogramme déjà construit, 
dont le quadrangle limite est quelconque, un autre nomogramme 
ayant pour quadrangle limite un rectangle donné, il suffira de recourir 
à la construction géométrique indiquée au n° 44. 

Mais la transformation homograpliique peut encore être utilisée à d’autres 
points de vue, par exemple pour remédier au défaut consistant en ce que les 
intervalles correspondant à des échelons égaux se resserrent trop dans une 
partie d’échelle, alors qu’au contraire ils se dilatent notablement dans une 
autre. Pour définir la transformation homograpliique qui convient en pareil 
cas, le capitaine (depuis lors lieutenant-colonel) Lafay a eu l’idée de recourir 
à un procédé, en quelque sorte expérimental, qui mérite d’être signalé. 


Fig. 70. 

c, A c. 



Imaginons qu’on ait dessiné sur deux transparents portant chacun un 
axe, A t ou A 2 , deux faisceaux de droites identiques ayant leurs centres Ci 
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et C 2 sur ces axes et déterminant sur chaque parallèle à ces axes des segments 
égaux entre eux, puis plaçons ces transparents sur le nomogramme construit 
en mettant en coïncidence leurs axes A t ou A 2 , qui se réduisent alors à un 
seul A. En faisant varier la position de la droite A sur le transparent, et celle 
de centres Ci et C 2 sur la droite A, on engendre une infinité de réseaux 
auxquels on peut rapporter l’abaque et l’on arrive, par tâtonnement, à placer 
les divisions les plus dilatées de l’échelle que l’on veut transformer dans les 
mailles les plus dilatées de ce réseau, les divisions les plus resserrées dans les 
mailles les plus resserrées (Jig'. 70). Si donc, par une transformation homo- 
graphique rejetant la droite A à l’infini, on substitue à ce réseau, formé de 
deux faisceaux convergents, un quadrillage régulier formé par deux systèmes 
de droites à angle droit ( fig . 70 bis), toutes les mailles devenant identiques 


Fig. 70 bis. 



entre elles, les parties, qui tout à l’heure étaient trop dilatées, se seront con¬ 
tractées, et réciproquement. Cette idée théorique est ingénieuse, mais il 
s’agissait de la rendre pratique; voici comment M. Lafay y est parvenu ( J ). 

Il a considéré le nomogramme déjà construit N comme une perspective du 
nomogramme N' qu’on veut lui substituer, en prenant les points C t et C 2 
comme points principaux de distance . Dans ces conditions, les faisceaux de 
centres Cj et C 2 de la perspective deviennent des systèmes de droites paral¬ 
lèles inclinées à 4 5 °, les unes dans un sens, les autres dans l’autre, sur la 
ligne de terre, ou, ce qui revient au même, sur la ligne A prise comme ligne 
d’horizon. Il suffit alors de se donner la ligne de terre A'B' parallèlement à A 
ou AB, pour pouvoir effectuer la restitution perspective ( fig . 71). 

Si, par C t et C 2 , on mène les droites GiV et C 2 V à 45 ° sur CiC 2 , on a le 
rabattement V du point de vue sur le tableau. Par suite, la transformée de 
toute droite sera parallèle à la droite joignant le point V au point de ren¬ 
contre de cette droite et de A. En particulier, aux axes Ox et Oy correspon¬ 
dront les axes O'x' et O'y' menés respectivement par les points A' et B' 
parallèlement aux droites VA et VB. 


(*) A l’occasion d’une intéressante application à la représentation nomographique 
des formules de Fresnel pour la réflexion vitrée ( Journal de Physique théorique 
et appliquée, 3 e série, t. VIII, 1899, p. 96). 
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De même, si la bissectrice 01 de l’angle des axes O a? et Ojk coupe AB en I 
et A'B' en I', la droite O'I qui correspond à 01 est parallèle à VI. 

Si l’on rapporte le nomogramme N aux axes Occet Oy, le nomogramme N’ 
aux axes O'x' et O 'y', puisque, d’une part, Ox correspond à O ' x\ et O y 
à 0 ’/, que, d’autre part, la droite AB correspond à la droite de l’infini 
sur O ' x'y' , on voit que les formules de transformation seront 

y_ mrc n X 

bx-\-ay — ah ’ ^ bx-yay — ab’ 

si l’on pose OA = «, O B — b. 

Fig. 7 1 - 



Pour déterminer les paramètres m et n, ou plutôt leur rapport, il suffit de 
remarquer que l’équation de la droite 0 1, qui correspond, ainsi qu’il vient 
«l’être dit, à 01, ou x = y, est 

nx — ni y '. 

Or, nous venons de voir que O'x’, O'y’ et O'I' sont respectivement paral¬ 
lèles à VA, VB et VI. Si donc nous menons par I les parallèles IL et IM à VB 
et VA, nous avons 

m _ VL 
n “ VM ‘ 

Lu résumé, une fois placés sur le nomogramme primitif, les points Ci et C 2r 
d’où se déduit immédiatement V, la transformation voulue est définie par les 
formules ci-dessus, lorsqu’on prend deux axes O x’ et O 'y' comprenant entre 
eux un angle égal à AV B et que l’on fait a = OA, b = OB, m = p.VL, 
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n — n .VM, u étant un module dont on dispose en vue de l’échelle qu’on veut 
adopter. 

M. Farid Boulad a donné, en vue du même objet, un autre procédé dont 
nous nous bornerons à faire connaître le principe, qui est ingénieux (- 1 ) : 
supposons qu’ayant dessiné sur un transparent un faisceau de droites faisant 
entre elles des angles égaux assez petits, on ait pu, par tâtonnement, faire 
sensiblement passer les rayons de ce faisceau par les points de division irré¬ 
gulièrement espacés de l’échelle courbe E qu’on veut transformer. Fixant le 
transparent dans cette position, appelons O son centre de rayonnement, OA 
et OB ceux de ses rayons qui passent par les points extrêmes A et B de 
l’échelle E, OM la bissectrice de l’angle AOB qui rencontre E en M; cela fait, 
coupons le faisceau par un arc de cercle de rayon quelconque et de centre O, 
qui coupe OA, OB, OM en A', B', M’.Les trois couples de points homologues A 
et A', B et B', M et M' définissent une homologie de pôle O, dans laquelle les 
points homologues des points de division de E sont sur des rayons qui divisent 
l’angle AOB en parties égales. Le support de l’échelle E', transformée de E, 
ayant en commun avec l’arc de cercle AMB ses extrémités A et B et son 
milieu M, en différera généralement fort peu; par suite, les rayons qui, sur 
cet arc de cercle, donneraient des divisions rigoureusement égales, donneront, 
sur le support de E', des divisions qui seront près de l’être, ce qui est le 
résultat recherché. 

64. Fractionnement clés nomogrammes à points alignés. — Le 
tracé d’un nomogramme à points alignés ne comportant que trois 
échelles simples, on pourra sur une même feuille placer cote à côte 
plusieurs nomogrammes de cette espèce. De là la possibilité de frac¬ 
tionner un tel nomogramme, ses diverses fractions étant groupées sur 
un même tableau. Pour nous placer à un point de vue tout à fait 
général, supposons l’échelle (s, ) fractionnée entre ses limites a { et b K 
en n K tronçons et l’échelle <£ 2 ) entre ses limites « 2 et b 2 en n-> 
tronçons. Associant chacun des premiers à chacun des seconds, on 
voit qu’on aura ainsi à construire n y n , nomogrammes partiels. 

Mais, ainsi qu'on l’a déjà remarqué au n° 31, il arrivera souvent, 
en pratique, que l’on n'aura pas besoin d’associer toutes les valeurs 
de s, comprises entre a, et b K à toutes les valeurs de z* comprises 
entre a 2 et b 2 . Cela permettra, dans bien des cas. de réduire le 
nombre des nomogrammes partiels à substituer au nomogramme total 
qu’on aura fractionné. Si, par exemple, il existe respectivement dans 
les intervalles de a, à ô, et de a 2 à b 2 des valeurs c, et c- 2 telles que 


( 1 ) Association française pour Vavancement des Sciences. Congrès de Toulouse, 
jyio, p. 3;. 
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le svariables z x cl z-> soient ensemble supérieures ou inférieures res¬ 
pectivement à c 1 cl à c ^. on 11 'aura besoin que d'associer le tronçon 
de a x à c 1 au tronçon de a 2 à c-, et le tronçon de c x à b { au tronçon 
de c 2 à &•>, ce qui ne fera que deux au lieu de quatre nomogrammes 
partiels à construire à la place du nomogramme total qui associerait 
l’intervalle de a, à b { à l’intervalle de a 2 à b 2 • 

11 arrivera, en outre, que plusieurs des tronçons des échelles frac¬ 
tionnées seront superposables, sinon comme graduation, du moins 
comme support, ce qui introduira encore une simplification notable 
dans le dessin. 


60 . Systèmes algébriques de points cotés. — Avant d'examiner 
les principales variétés d’équations représentables par la méthode des 
points alignés, nous dirons quelques mots de la construction de cer¬ 
tains systèmes de points cotés cpii se rencontrent fréquemment dans 
les applications. 

Si l’équation d'un système de points cotés (A), linéaire en u et c, 
est algébrique et de degré n en 3 , on dit que le système (z) est algé¬ 
brique et de degré n. Dans ce cas, le support du système est r en 
général , une courbe d'ordre 11 . Puisque, en effet, à un couple 
quelconque de valeurs données pour u et e l’équation fait corres¬ 
pondre, en général, n valeurs pour 3 , c’est que, sur une droite donnée 
quelconque, il se trouve n points du système considéré, ce qui établit 
la proposition. 

Parmi ces systèmes algébriques, les plus intéressants à envisager, 
au point de vue des applications, sont ceux du premier et du deuxième 
degré. 

Un système (A) du premier degré est défini par une équation 
telle que 

U -b .3 V = o, 

où U et V sont des fonctions linéaires en u et r. 

Le support de ce système est la droite qui joint les points U = o 
et V — o, et puisque la position du point (z) sur cette droite dépend 
linéairement du paramètre s, on voit que ces points (z) forment une 
échelle homographique. Ainsi donc tout système de points du pre¬ 
mier degré se confond avec une échelle homograohique , et, par 



cfiAi'i'Jiu-; iv. 
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suite, d’après ce qui a été vu au n° 7, un lui système pe’ul être aisé¬ 
ment construit lorsqu’on a déterminé trois de ses points. 

Ln système du second degré est défini par une équation telle que 

U+jV + s 2 W == o. 

où l , V et W sont encore des fonctions linéaires en u et e. 

Le support de ce système est une conique Y dont l'équation en 
coordonnées parallèles est 

V^4fj\V = ü. 

Mais il sera généralement plus commode de former son équation car¬ 
tésienne par l’élimination de ; entre les formules donnant les coor¬ 
données x et y du point défini par l’équation ci-dessus. 

Nous pourrions reprendre corrélativement ici tout ce qui a été dit 
à propos des sy stèmes de droites du deuxième degré ut° 39). Nous 
aboutirions ainsi au résultat que voici : 

Les projections de tous les points du système ( z- ) à partir de 
l un d’eux sur une droite quelconque formen t une échelle homo- 
grctphique. 

Il suffira de prendre cette droite parallèle à celle joignant le 
centre du faisceau au point coté (ce) pour que celle échelle soit 
métrique ( 1 ). 

De même aussi que dans le cas d'un svsléme de droites, on aura 

pour ~ = o, le point U — o ou M, 

pour z = x, le point W = o ou N. 

et le point de rencontre des tangentes en ces points à la conique Y sera 

V —o ou I'. 

Dét< îrminons, en outre, le point O correspondant à une valeur 
particulière z 0 , et par le point Q menons les parallèles QR et QS 
à MN et NP. 

Les droites du faisceau de centre M passant par les points (o), (z 0 ) 
et (oc ) coupent QR en R. en Q et à l’infini. Donc, la projection du 


(*) H va sans dire, puisqu’on peut prendre une parallèle quelconque à cette direc¬ 
tion, qu’on la choisira dans la pratique, de façon que son module soit exactement 
égal à l’une des subdivisions de l’étalon métrique dont on dispose, c’est-à-dire du 
double décimètre. 
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système faite à partir de M sur QR est une échelle métrique 
ayant R et Q pour points (o) et (s 0 ). 


Fig. 72 . 



De même, la projection faite sur QS à partir de J\ est une 
échelle métrique ayant S et Q pour points (o) et (\s 0 ). 

Remarque 1 . — Il est à peine besoin d’ajouter que si, dans tout ce qui 
procède, 011 remplace la variable z par une fonction quelconque f de cette 
variable, la théorie subsiste intégralement, à cette seule différence près que 
l’échelle d’où, par projection, on déduira l’échelle demandée, sera celle de la 
fonction f au lieu d’être une échelle métrique. 

Remarque II. — Nous avons vu (n°G 3 ) que, par application de l’homo- 
gra phie la plus générale, on peut se donner arbitrairement quatre points 
cotés quelconques d’un nomogramme à points alignés; d’autre part, nous 
venons de reconnaître que toute échelle conique est entièrement déterminée 
par quatre de ses points cotés; il suit de là, ainsi que l’a remarqué M. Clark 0), 
que, lorsqu’une échelle conique figure sur un nomogramme à points alignés, 
on peut toujours faire en sorte que le support de eette échelle soit un cercle. 
Si, en effet, a, ( 3 , y, 0 sont les valeurs de la fonction f , que l’on fait corres¬ 
pondre aux sommets A, B, C, D du rectangle limite et si AT est la tangente 
en A à la conique support ( fig. 72 bis), on a, pour le rapport anharmoniquep 
du faisceau A(TBGD), 

Ô — a B — Y 


Or ce rapport est aussi donné par 

sin f D, A) sin (B, C ) 

' ? ~ sin (D, C) sin (B, A)* 


{’) A propos d’une application particulière que l’on trouvera plus loin ( n° 84). 
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Si le support est un cercle, on a 

( D, A ) = (B, C) = #, ( D, C) = ( B, A) = - (j - 8 ') . 


Fig. 72 bis. 



Il en résulte que 

tan g 2 0 = p, 

et il suffit de donner à 6 la valeur tirée de là, p ayant la valeur ci-dessus, 
pour que l’échelle soit circulaire. 

Remarque III. — Il est clair que l’artifice appliqué, au n° 39, à une 
équation du second degré, par rapport au paramètre variable, si on l’étend à 
une équation de degré 71, montre que le faisceau projectif de tout système 
de points du /i ièmc degré, à partir de l’un d’eux, est également projectif d’un 
système du n —i ièine degré et, par suite, que ce système du /i u ’ mc degré peut 
être obtenu par rencontre des rayons correspondants de deux faisceaux pro¬ 
jectifs de systèmes du n — r ièmc degré, ce qui, de proche en proche, ramène 
la construction à des projections successives à partir de systèmes du premier 
degré, c’est-à-dire d’une échelle métrique, si le paramètre se confond avec la 
yariable z, et de l’échelle de la fonction f , si c’est cette fonction qui est prise 
pour paramètre. On verra plus loin (n° 80) un exemple d’une telle circons¬ 
tance. 

66 . Système particulier du second degré. — Prenons comme exemple le 
système défini par l’équation 

Z 2 +«,3 + p = 0. 

Ici, t étant une variable d’homogénéité, on a : 
pour z — o, e — o ou B, 

pour c = oc, t — o ou le point I à l’infini sur Au et Be. 

Les tangentes en B et I se coupent au point u — o ou A ( fig. 70 ). 

La conique T est donc une hyperbole tangente en B à AB et ayant Am pour 
asymptote. 
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Pour .3 = 1, on a 

« + M- I = O, 

c’est-à-dire le point M x situé sur la parallèle équidistante des axes, et tel 

que OMj =— - • 

2 

Si nous projetons les points B, Mi et I à partir de B sur OM 1? nous avons 
les points O coté (o), M t coté (i) et I, à l’infini, coté (00), donc une échelle 
métrique. Par suite, en portant sur OMi les segments M t m 2 , m 2 m 3 , m 3 m 4 , . .. 
égaux à OMi, nous aurons les rayons B /?r 2 , B/H3, Bm 4 , ..., sur lesquels 
devront se trouver M 2 , M 3 , M 4 . 



Projetons maintenant le> points B, M t et I à partir de I sur AB; cela nous 
donne les points B coté (01, O coté (1) et A coté (00 ). Prenons le symé¬ 
trique A de M 2 par rapport à O; tirons BN qui coupe A u en C et projetons 
l’échelle AB à partir de C sur ON. Les points B, O et A nous donnent les 
points \ coté (o), O coté (1) et I, à l’infini, coté (00). L’échelle sera donc 
métrique et, puisque, par construction, NO = OMi, le point coté (2) coïnci¬ 
dera avec Mi, le point coté ( 3 ) avec, m 2 , le point coté, ( 4 ) avec m 3 , .... Les 
layons CMi, G m%, Gm 3 ... nous donneront donc sur AB les points m'„, m'. ir 
m' 4 , .... A leur tour, les rayons unissant ces points au point f, c’est-à-dire 
les parallèles aux axes menées par ces points couperont les rayons correspon¬ 
dants Bm 2 , Bm ;i , B/n 4 , ... aux points M 2 , M. } , M 4 , ... qui sont les points 
cotés (2), ( ( 4 ) dans le système considéré. 

La construction est absolument générale : pour avoir le peint M-, coté (z) t 

porter sur < LY 1 , les segments O m z = -, Nm~_i — -; tirer la droite Cm-_i 

qui coupe AB au point m’ z \ la parallèle aux axes menée par m- coupe le 
rayon Bm- au point Al - cherché. 

bi 1 on pi olonge l> m - jusqu en sa rencontre p z avec A u, et C///- jusqu’en sa 


i> ocac \ [•; 
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rencontre q z avec Br, on voit que 


Xp. — 2 O m z = z 
et 

B q z — 2 N m z -i — z. 

De ià une variante de la construction, indiquée sur la ligure pour -s = -• 

Nous allons étudier maintenant plus en détail les nomogrammes 
de genres divers (n° o 7 , dernier alinéa) auxquels s’applique la méthode 
des points alignés. 


II. — Nomogrammes de genre zéro. 


X - — Nomogrammes a trois échelles parallèles ( 1 ). 


67 . Type des équations correspondantes . — Ces équations sont 
celles de la forme ( - ) 

( ) ./l + ~ fS 

auxquelles est applicable la méthode des abaques hexagonaux (n° 31 ). 
Rappelons qu’on y ramène aussi celles de la forme 

. . l/i/s= A 

en les écrivant 

lo S/i H- h)g/ 2 = log/j. 


Pour représenter l’équation (E) ci-dessus par un nomogramme à 
points alignés, posons ( ;î ) 

( z i ) u — lMfi, 

( z i ) v = p.,/2, 


(') Tout nomogramme à points alignés comportant trois échelles rectilignes con¬ 
courantes peut être ramené à ce type par une transformation homographique rejetant 
à l’infini le point de concours des trois supports. 

( 2 ) Voir le premier renvoi du n° 57 ( p. i.56). 

( :! ) Nous supposons que et z 2 sont des variables indépendantes naturelles de la 
question (voir le second renvoi du n° 16). 

Quoique ce ne soit pas rigoureusement indispensable, il est préférable, au point de 
vue de la précision, que l'échelle du résultat (z :i ) se trouve entre les échelles des 
données et. (j a ). 

Par suite, si l'équation (E) s'écrit 

les fonctions /, et f 2 étant positives, on pose 
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ce qui nous donne, pour les^points (^ 3 ), 


u v 
-—- 


équation qui, avec le choix d’axes que nous sommes convenus de faire 
( n° 08) définit, en coordonnées cartésiennes, les points 


x 


i 'M — l J -i 
0 -> 

! J 1 -i- 



! a i f 

'-*T H- [X 2 


L’expression de x ne renfermant que des constantes, on voit que 
les points (.s 3 ) sont distribués sur une parallèle Cm aux axes, dont le 
point de rencontre C avec AB (fi g. 67, p. 1 5 ç>) est tel que [for¬ 
mule ( 3 ) du n° 08} 


(>) 


CA 

-OB 




u 2 


Si donc nous représentons par 

( 5 3 ) ‘V = u 3 / ;i 


l’echelle de la fonction déterminée sur cet axe, nous voyons, puisque 
(v se confond avec y, que nous avons 


.. _ ! J -> !** 

u 3 _ - 

<X t - ’J.o 

l 1 4 - 

1 _ 1 [ 
p* p» * 

En résumé, ayant choisi arbitrairement les modules et u 2 , et en 
ayant déduit le module p. ; , par la formule (2), nous voyons que pour 
construire le nomogramme de l’équation (E) ci-dessus, il suffit, ayant 
pris sur la droite AB le point C* déterminé par la formule (1), de 
mener par les points A, B, C trois axes parallèles A u , Be, Cm et 
de porter sur ces trois axes à partir de leurs origines A, B, C, 
respectivement les échelles définies par les formules (zf, (z 2 ) 
et (z-f . 

Pratiquement, on disposera les parties utiles des échelles sans avoir 
égard à la position des origines A, B, G sur les axes, ainsi qu’on le 
verra au numéro suivant. 

Remarque. — Dans le cas particulier où Ton prend sur les axes 


ou 

(2) 
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l<8o 

Au cl Br des modules égaux jjl, = u 2 , la formule ( i) montre que Cto 

se confond avec O y, et la formule (2) que l’on a u 3 = ce qui 
d’ailleurs était évident a priori. 

68. Disposition et limitation des échelles. — C'est la libre dispo¬ 
sition que l'on a des modules a, et p. 2 qui fait toute la souplesse de la 
méthode. Rappelons que. dans la méthode des abaques hexagonaux ( * ), 
ces modules sont nécessairement égaux; il en résulte que si, «, et 
a 2 et b 2 étant les limites respectives de z t et de z. 2l les diffé¬ 
rences /, ( b { ) —/, («) ) et f 2 (b. 2 ) — f'i(a> 2 ) présentent entre elles un 
notable écart, il en yst de même des longueurs des échelles (z t ) et 
(z 2 ). Avec la présente méthode, 011 est libre, dans tous les cas, de 
donner aux échelles la même longueur , ou, tout au moins, des lon¬ 
gueurs suffisamment rapprochées si l’on a, par ailleurs, à satisfaire 
à d’au.très convenances. 

On peut, tout d’abord se donner arbitrairement la longueur L des 
échelles qui appartiennent en général à la catégorie des échelles dites 
usuelles (n° 5 )ou de leurs dérivées (n°6). Les modules a, et jx 2 sont 
alors donnés respectivement par 

t 

1 _ L 

J\( a i) * Ji (b-i) — j=> ( «2 ) 

et le module ut 3 par la formule (2) du n° 67 . On peut faire alors 
l’analyse des échelles (S|), (z- 2 ) et (z 3 ), comme cela a été indiqué au 
n° 2. 

Si celte analyse lait reconnaître que certains intervalles sont trop 
petits, il n’y a qu’à multiplier les trois modules d’abord choisis par 
un même nombre. 

Portons alors sur deux axes parallèles les échelles (j,) allant 
du point P 1 au point O,, et (z- 2 ) allant du point P 2 au point ()> 

(fié- 7 -i) ( 2 )- 

L’inclinaison de l'ave AB, non tracé, des origines, par rapport 
aux axes de coordonnées A u et Be étant quelconque, nous sommes 


C) Rappelons aussi que cette méthode exige le maintien de l'orientation du trans¬ 
parent, sujétion dont est affranchie la présente méthode. 

( 2 ) Sur cette figure et les suivantes la portion graduée de chaque axe est indiquée 
par un trait gras. 
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libres de choisir les points P 4 et P 2 sur une même perpendiculaire à 
ces axes. Les longueurs des échelles étant égales, la figure P, Q, Q 2 P 2 


Fig. 74* 



formée par ces échelles est un rectangle. Puisque Péchelle (; 3 ) sera 
parallèle à celles-ci, le plus petit angle sous lequel elle sera rencontrée 
par l'index servant à la lecture sera égal à l’angle Q,P,Q 2 . Gomme, 
d’autre part, l’écartement des axes est quelconque, nous pourrons en 
disposer de façon à donner à cet angle telle valeur qu’il nous plaira. 
Si, par exemple, nous j adoptons la valeur 45 °, nous n’aurons qu’à 
prendre l’écartement P< P 2 des axes égal à la longueur P 1 Q 1 des 
échelles. Le quadrangle limite de l’abaque sera alors constitué par un 
carré et l’index coupera toujours les support^ des échelles sous un 
angle compris entre 45 ° et qo ü . 

Traçons alors la parallèle P 3 Q 3 aux axes telle que 

Pi P» = j*| . 

1*31% ; ju ’ 

et choisissons un couple de valeurs z' l et z' t des variables z t et z 2 , 
pour lesquelles la valeur correspondante de ^ de la variable z 3 se 
déduise très aisément de l’équation donnée. 

Tirant sur la figure la position correspondante R, R 2 de l’index nous 
obtenons sur P 3 Q 3 le point R 3 coté z' z . Connaissant ce point et le 
module p 3 nous pouvons très aisément construire l’échelle de la fonc¬ 
tion f- i: en la limitant d’ailleurs aux droites P, P 2 et Q, Q 2 . 

Tel est le type théoriquement le plus parfait du nomogramme à 
supports rectilignes parallèles. On pourra en pratique s’en écarter 
plus ou moins. 

Il est bien évident, par exemple, qui si les valeurs de [a, et ;j> 2 calcu¬ 
lées plus haut ne s’expriment pas par des nombres simples, on les 
arrondira pour qu’il en soit ainsi, ce qui introduira une inégalité entre 
les longueurs des échelles; d’autre part les nécessités du format pour- 
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ront conduire à réduire l’écartement des axes et, par suite, à abaisser 
un peu la limite inférieure 45 ° qu’on s’était d’abord imposée pour 
l’angle de l’index avec les supports. 

Il peut arriver d’ailleurs que, pratiquement, les valeurs limites de 
chaque variable et z 2 n’aient à être associées qu’à une certaine 
partie de l’échelle de l’autre. Dans ee cas l’échelle (z :i ) pourra être 
réduite de longueur. 

Supposons, par exemple, que le nomogramme ne soit utilisé que 
pour des valeurs de z t et de z - 2 satisfaisant à une égalité telle que 

F(>1, *s) > O. 

Considérons toutes les positions limites de 1 index, c’est-à-dire celles 
qui joignent les points dont les cotes satisfont à l’équation 

F (s,. z 2 ) = o. 

Ces positions limites enveloppent une courbe C ( fi g. «5 et y 5 bis) 


Fig. 7 r ). ' Fig. 7 5 bis. 



et l’inégalité de condition signifie, selon le cas, que l'index doit 
être extérieur à cette courbe, ou, au contraire, la rencontrer. La 
position extrême de l’index sera l’une des tangentes menées de et 
de Q 2 à la courbe C. Si l’inégalité donnée exprime que l’index doit être 
extérieur à la courbe C, l’échelle (z :] ) ne devra être construite qu’entre 
les points I y et ( F$ {jig. -5 ) ; si, au contraire, elle exprime que l’index 
doit rencontrer la courbe C, l’échelle (z :t ) devra être construite entre 
les points P :( et (fi g. y 5 bis). 

69 . Fractionnement des échelles. — On peut effectuer le fraction¬ 
nement des échelles comme dans le cas des abaques hexagonaux. 
Soient c t et c 2 des valeurs des variables et z 2 intermédiaires entre 
leurs limites respectives a { et 6,, a 2 et b 2 . 
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On pourra fractionner le nomogramme en quatre autres ainsi 
limités : 


I.. Zi entre a\ et C\, z 2 entre a 2 et c 2 , 

If . » Ci et èt, z-2 » c 2 et b 2 , 

III.. . . .. z v » a \ et ci. z=>_ » c 2 et b. 2 , 

IV .. Si » Ci et èj. ^2 " « 2 et e 2 . 


Nous pourrons construire le nomogramme 1 au moyen de trois axes 
parallèles Oh), ( 3 2 ), (33), gradués sur leur côté gauche par exemple 
( /O'. 76), et I e nomogramme I[ au moyen des mêmes axes gradués 

sur leur côté droit, le rapport — des modules étant, bien entendu, 

[T 2 

supposé le même dans les deux cas. 




W) 


De même pour les nomogrammes III et IV en remarquant cjue I on 
peut se resservir pour ceux-ci du même axe (3,), mais en l’associant 
avec deux autres nouveaux axes (s 2 )i et ( 3 ;t ),. 

Les chiffres romains inscrits à côté des diverses graduations 
indiquent la façon dont elles doivent être associées ( * ). % 

D’ailleurs, sui vant une remarque déjà faite au n° 31 , et sur laquelle 
il convient d’insister, il arrivera souvent qu il existera entre a K et b y 
d’une part, a 2 et b-, de l’autre, des valeurs c { et c 2 telles qu’une valeur 
de 3, inférieure à c t n’aura jamais à être prise avec une valeur de 3 2 
supérieure à c 2 , et vice versa , ce qui fait qu'il n’y a lieu de considérer 
que les combinaisons I et II. 

Pour ce qui est du fractionnement en un plus grand nombre de 
parties, il n’y aurait qu’à répéter ici ce qui a été dit à la fin du n° 31 .. 


( l ) En pratique, ce mode d’association est rendu encore plus frappant au regard 
par l’emploi de marques de diverses couleurs, une même couleur étant affectée aux 
portions d’axes qui se correspondent. 


(£3) (z 3 ) y (Zi) Uj), 


Fig. 7 b . 


0 

b 2 


C 2 

^2 ^ 2 

<l) 

(R) (I) 

(D) 

(I) 

(n) 

(m) 

(IV) 

(HD 

(IV) 

(ni) 
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70 . Exemples : i° Sixième type de nomogramme pour la multiplica¬ 
tion. — Ecrivons encore l’équation de la multiplication sous la forme 

log-Si H- log z-2 — loi; z :i . 

La symétrie de cette équation nous conduit, dans le cas général, à prendre 
pour les échelles (s t ) et (z 2 ) des modules p. égaux. Dès lors, le module de 
l’échelle (s 3 ), portée sur la parallèle équidistante des deux axes, sera égal 
u 

à (n° 67 , Remarque finale ). Pour que cette dernière échelle soit du type 

usuel, il suffit, si varie de i à 100, comme dans les cas précédents, de 
prendre (n° 5. 2°) 

u 

— = i25 mm 
2 

OU 

- P = 2âo n "". 

Gela donne, pour la longueur L des échelles ( *), 

L = i 25 m,n . 

Afin de réduire les dimensions du tableau, nous fractionnerons les échelles ( Z\ ) 
et (z 2 ) vers le milieu de leur longueur, soit au point coté 9, et, suivant ce qui 
a été vu au n° 69 , nous porterons les deux fragments de l’échelle (j,) de part 
et d’autre de l’axe des u {fi g. 77), les deux fragments de l'échelle (c 2 1 de part 


F ig. 77. 



et d’autre de l’axe des e, ce qui donnera pour (z :i ) deux fragments de part et 
d’autre de la parallèle équidistante des deux premiers. 


(’) La figure 77 est une réduction du nomogramme construit avec ces modules. 
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En outre, le point coté 3 du second fragment des échelles (5!) et (z z ) a été 
disposé de telle sorte que le point coté io du second fragment de l’échelle (z s ) 
se trouve en face du point coté i du premier, ce qui fait que les points cotés 2 
et 20, 3 et 3 o. .... et, généralement, z 3 et 10 z 3 coïncident également. 

Enfin, pour associer un nombre du premier fragment de (z t ) à un nombre 
du second fragment de (,s 2 ), nous répéterons celui-ci sur un nouvel axe des o, 
en portant le fragment correspondant de (z 3 ) sur la parallèle équidistante de 
ce nouvel axe des ç et de Taxe des u. 

Ce dernier fragment se compose des tronçons de 3 à 9 d’une part, et de 9 
à 3 o de l’autre, empruntés aux]deux premiers fragments de (z 3 ) et il suffit, 
pour le disposer, de remarquer que son point 3 doit se trouver sur la droite 
qui joint le point 1 du premier fragment de (sj) au point 3 du troisième frag¬ 
ment de ( z 2 ). 

Les fragments qui doivent être associés ensemble sont marqués d’un même 
chiffre romain. 


2 0 Moments d’inertie des rectangles ( l ).— Le moment d’inertie I d’un rec¬ 
tangle de base é? et de hauteur /<, par rapport à la parallèle à sa base menée 
par son centre, est donné par la formule 


qui peut s’écrire 


b h* 
12 


logé? -+- 31 og/t = log 12 -+- logl. 


Si l’on veut donner aux échelles de (b) et de (h) la même longueur, il 

faut construire les échelles de logé? et de 3 logé? avec les modules pet^'j 

3 

ce qui rend ces deux échelles identiques. 

La formule (1) du n° 67 montre alors que l’échelle (Jj divise l’intervalle de 
! échelle (é?) à l’échelle (h) dans le rapport de 3 à 1. et la formule (2) que le 

module de cette échelle ( I) est égal à -• 

4 

Si donc on veut que l’échelle (I) donne le même degré de précision que 
l’échelle logarithmique usuelle (n° 5, 2 0 ), il faudra prendre 


d’où 


'j. 

— f — 1 2 y 
a 


u = 5 oo mm . 


(’) On remarquera sur ce nomogramme que le sens positif des axes Au et Bc a été 
pris de haut en bas, contrairement à la convention habituelle. Cette disposition a été 
adoptée par le dessinateur, M. Prévôt, qui l’a systématiquement appliquée pour tous 
les exemples analogues, afin de rapprocher ces tables graphiques des tables numé¬ 
riques, sur lesquelles le sens croissant va toujours de haut en bas. 
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Et si l’on fait varier b et h de 0,1 à i, la longueur L des échelles sera égale à 
5oo imn ( 1 ). 

Sur la ligure 78, ce nomogramme a été réduit environ au -,l. 

O 




3 ° Marche cl'une troupe en colonne. — Soient V la vitesse en mètres par 
minute d’une troupe en marche, T le temps de Ja marche en minutes, E 
l’espace parcouru en hectomètres. On a 


(0 



IOO 


Soient maintenant T' le temps de la marche en heures, E' l’espace parcouru 


( 1 ) Il serait bon, avec ce choix de module, de fractionner les échelles en deux 
parties à peu près égales, comme on vient de le faire pour le nomogramme de la 
multiplication, afin que le tableau fût plus maniable. 
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en kilomètres. On a 

60 VT' 6VT' 




E' = 


IOOO 


IOO 


Les formules (1) et (2 ) sont utiles aux officiers d’État-Major. M. le capitaine 
Goedsels, professeur à l’Ecole de Guerre de Bruxelles (aujourd’hui adminis¬ 
tra te u r de J * >! iservatoire Royal de Belgique), lésa traduites en nomogramme ( 1 ) 
«le la manié e suivante : 

Ecrivons-! es 


(>•') 


logV -+- log T a = logE. 
log V -r- log6T'— ■>. = logE'. 


Occupons-nous d’abord de (1 '). Pour les besoins de la pratique, il suffit 
d'y faire varier N de 70 à 100, T de 6 à 66. Fractionnant cette seconde échelle 
au point 2 | on aura un premier nomogramme fragmentaire av ec Y -variant 
de 72 a 100. T de 6 à aj, un second avec V de 72 à 100, T de 2.4 <• 66. 

Or, on a 

log 100— log72 = o, i 43 , 
log'2.4 — log6 = 0,602, 

- log2 i = 0,439. 


log 66 


Si donc j/j est le module de l’échelle (V), [j. 2t et [x 2 2 ceux des deux frag¬ 
ments de l échelle (T). on devrait avoir, pour que les trois échelles fussent de 


même longueur. 


(I ou 


O,l43o.| — 0.6020.21= 0,439 [JL 2 2, 
F [ .. Fi 


F*i 


0.00 = 

1,2 * — 3 ,o 6 


On prendra évidemment ici 

. ; J -n 


Fl 

/ 

I 


u 22 


Fi 

3 


Les modules correspondants des fragments de l’échelle (E) seront donc 
donnés, d’après la formule (2) du n° 67 , par 


F 31 


Fi 


Fi 

F3-2= J> 


et ces deux fragments de l'échelle (E) diviseront les intervalles compris entre 
l’échelle (V) et les deux fragments de l’échelle (T) respectivement dans les 
rapports de 4 ou 3 à 1. 

Pour l'équation (2 ), on voir qu'il suffit de reprendre les mêmes échelles 


(') Revue de l’armée bel ge. t. N (mars-avril i<Sq8). 
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( V) et (E) et de modifier simplement l’échelle (T) en divisant ses cotes par ü 
puisque, pour le même point, on aura 


T = 6 T'. 


Il suffira d’inscrire la graduation (T) sur un côté du support, le côté droit 
par exemple, et la graduation (T') sur l’autre, c’est-à-dire le gauche. 

C’est ainsi qu’a été obtenu le nomogramme du capitaine Goedseels, représenté 
par la figure 79 qui est la réduction à la moitié environ de l’original. Sur cet 
original, l’auteur avait pris 09 — i ,n , ce qui donnait pour l’intervalle des points 
100 et 73 

i n, (log 100 — log 75) = o" 1 ,1 7 . 5 . 


Il est facile, s’il s’agit de longs parcours, de tenir compte des haltes. Sup¬ 
posons, par exemple, que la marche s’effectue avec une halte de dix minutes 
par heure. Il faudra alors, sur l’échelle (T') ( celle de gauche;, avancer de 
dix minutes l’origine de chaque heure, ee qui donne la chiffraison affectée de 


79- 





Y indice 1. Avec une halte de die minutes p ar deux heures . on obtient de 
même la chiffraison affectée de l indice 2. 



REPRÉSENTATION PAR POINTS ALIGNÉS DANS LE CAS DE TRQIS VARIABLES. 189 

Exemples numériques : 

i° Temps mis par une troupe marchant à la vitesse de 8o m , pour parcourir 
*7 kin - La position (f) de 1 index:, marquée enpointillé sur la figure, donne (chif¬ 
fraison de gauche) 

T = 7 h 41 ,n (sans haltes), 

T — 9 11 u m (avec une halte par heure), 

T = 8 h ?.i m (avec une halte par deux heures). 

■>.° Profondeur d'une colonne qui s’écoule en 17 minutes à la vitesse de 90'". 
ha position (If) de l'index, avec la chiffraison de droite pour T, donne i6 :in , 1 
ou i6io ,n . 

3 ° Profondeui' d'une colonne qui défile en 4 minutes à la vitesse de 72 m . On 
applique ici le principe des multiplicateurs correspondants (n° 20) en multi¬ 
pliant V par 10, ce qui exige que la lecture E soit divisée par 10, ou, ce qui 
revient au même, faite en décamètres. La position (III) de l’index, avec la 
chiffraison de droite pour (T), donne >8 Dm ,8 ou 288'". 

Nous avons insisté sur les détails de construction des nomogrammes 
de ce genre parce qu'ils sont d’un usage courant dans la pratique. Ce 
qui vient d’être dit suffira, espérons-nous, à éviter tout tâtonnement 
dans les applications de la méthode. On en trouvera d’ailleurs par la 
suite d’autres exemples (n° 112). 


13 . — Nomogrammes a trois échelles rectilignes dont deux parallèles ( 1 ). 


71 . Type des équations correspondantes. — Le choix des ori¬ 
gines sur les axes A a et Ile, pris pour supports des deux échelles 
parallèles, étant quelconque, on peut placer ces origines aux points 
où ces axes sont rencontrés par le troisième support. Les points (s, ) 
et (so) ayant alors respectivement des équations de la forme 

(Ai) 

(-2) V = 

celle des points ( j ;t ) peut s'écrire 



C) Une transformation homographique permet de ramener à ce type tout nomo- 
g ranime à points alignés comportant trois échelles rectilignes quelconques, eu reje¬ 
tant à l’infini l’un des sommets du triangle formé par les trois supports. 
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p-i et ;x 2 étant des modules quelconques, ce qui donne. [<■ • l'équa¬ 
tion représentée, 

(E) J'ifs f 2 = O. 


Prenant toujours la droite AB comme axe des x en plaçant l’ori¬ 
gine O au milieu de AB et adoptant le sens OB comme sens positif , 
on voit que le point (z 3 ) est défini par 


( Z 3 ) 


X — 0 


H-i ~ ,0-2/3 ^ 
Pt -J" P2./3 ’ 


si l’on pose OB = 0. 

En résumé, pour représenter par un nomogramme à points alignés 
l'équation (E) ci-dessus, il suffit, ayant pris sur Ox les points A 
et B symétriques par rapport à O ( le point B étant sur la partie 
positive de Ox), et mené par ces points deux axes parallèles Au 
et Be, de porter sur les axes Au, Br et Ox, à partir de leurs 
origines A, B et 0 , respectivement les échelles définies par les 
formules (s f ), (s 2 ) {&*)• 


Remarque. — Pour que les échelles des variables < -, et (z-è), 
prises comme indépendantes, comprennent l'échelle (z :) 1. il! faut que* 
la fonction f s soit constamment positive entre les limites considérées. 
Si elle devenait négative à partir d’une certaine valeur, on aurait 
recours à un fractionnement (n° 64 ) en posant, pour la seconde partie 
du monogramme, 

c = p 2 / 2 . 


72 . Disposition des échelles f 1 ). — Faisant en sorte, en vertu de la 
remarque précédente, que les points (,s 3 ) soienl situés entre les axes Au et 
Br, on pourra toujours, comme on l’a vu au n° 68, disposer de a, et p 2 de 
façon à donner aux échelles {z\) et (.s 2 ), entre les limites adoptées, la même 
longueur, les droites Pj P 2 et Qi Q 2 qui joignent leurs extrémités ayant 
d’ailleurs une inclinaison quelconque par rapport à la direction ries axes Au 


C) La discussion mathématique de la meilleure disposition à donner à un Le ! 
nomogramme, développée dans ce numéro, n’est évidemment pas indispensable à 
l'application de la méthode; elle est intéressante toutefois en ce sens qu’elle fait 
connaître une disposition limite permettant de tirer de la méthode les plus grands 
avantages. En pratique, on se tirera d’affaire par un rapide tâtonnement: mais nous 
avons tenu, dans les applications subséquentes, à procéder rigoureu-*a,- ent de façon 
a fournir de véritables modèles théoriques. 
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■et B(>, telle cependant, quant à présent, que l’angle P1Q2P2 soit inférieur à 
l’angle P1P2Q2 (fig* 80). 

Nous sommes libres également de disposer de l’écartement des axes paral- 


Fig. 80. 



lèies. Pourrons-nous encore ici le fixer de manière que l’angle sous lequel 
l’index rencontrera le support P 3 Q 3 de l’échelle (s 3 ) ne tombe pas au-dessous 
d’une certaine limite ? 

Si, par le point Pi, nous menons des parallèles, d’une part Pi ^2 au sup¬ 
port P 3 Q 3 , de l’autre aux diverses positions de l’index, nous voyons que le 
minimum de l’angle en question est QoPi^a, inférieur au minimum Q2PsQi 
de l’angle que l’index fait avec les supports parallèles. Ce dernier angle varie, 
en effet, de Q2P1Q1 ou PiQ- 2 P 2 à P1P2Q2 on passant par 90°, et nous venons 
de supposer par hypothèse P t Q 2 P2 <C PiP 2Q2* Toute la question revient donc 
à fixei* la position relative des échelles, de façon à rendre l’angle (^Pi^o 
le plus grand possible. 

Si d’abord, en conservant l’inclinaison de la droite Q1Q2, nous changeons 
l’ecartement des axes, toutes les largeurs devront être modifiées proportion¬ 
nellement. Le problème peut donc s’énoncer ainsi : Parmi tous les couples 

de points Q 2 et q 2 pris sur la droite Qi Q 2 et tels que le rapport 9 -ff ~ 

Qi Q2 

soit constant. quel est celui qui est vu du point Pj sous le plus grand 
angle ? 

Soit (fig. 81) q o, Qj l’un quelconque de ces couples de points. Pour en 
obtenir un autre quelconque q\. Q 2 , nous n’avons, après avoir joint les 
points qi et Q 2 à un point quelconque S" de Q t P-i, qu’à mener par P t des 
parallèles Pi q\, Pi Q 2 aux droites S "q'%, S"Q2. 11 suit de là que l’angle sous 
lequel le segment q\ Q 2 est vu du point Pj est égal à l’angle q r 2 S"Q 2 . C’est 
donc ce dernier qu’il s'agit de rendre maximum. Il le sera lorsque le cercle 
circonscrit au triangle q 2 S"Q 2 , cercle qui passe par les points fixes q 2 et Q 2 . 
sera de rayon minimtfm, et cette circonstance se produira lorsque ce cercle 
sera tangent à la droite PjQi- Soit alors S son point de contact. L’angle maxi¬ 
mum est donc égal à q [ 2 SQ ; 2 et les points q%, Q 2 correspondants s’obtiennent 
en menant par le point Pi les parallèles Pi q 2 et PiQ 2 à S q '. 2 et à SQ 2 . Le 
problème est ainsi résolu. On peut en mettre le résultat sous forme analy¬ 
tique. 



192 


CHAPITRE IV. 


En effet, de ce que 

Qi S‘= Qif 2 x Q1Q2, 


il résulte, par proportionnalité, que 

Q1P1 = Qi ^2 x Qi Q2 i 



ou encore, si l’on appelle I. la longueur P1Q1 des échelles parallèles, D la dis¬ 
tance Q t Q 2 , 


(1 ) 

Alors 


D= L yj k. 



L 

7 ^' 


Appelons « 3 et b 3 les valeurs de la variable correspondant aux points P ;i 
et Q3 {.fië- 80). Nous avons, en vertu de la formule ( 3 ) du n° 58 , 


PIP 3 Pl 

QlQ* 

pi 

P3 P i Pi>/:j< «y ,* ’ 

Q:>Q 2 

P 2 /3 ( 63 )’ 

Pl P* _ Pl 

Qi Q 3 

Pl 

Pl P 2 Pl ■+■ p»/:J ( ) 

Q.Q -2 ” 

Pl + P-2/3( è 3)’ 


et, par soustraction, 

1 _ Pi P 2 [fz(as) — fz(bz) J 

k QiQ.' Lpi-p p 2 y 3 (« 3 )j [pi-t- \Lifs(b z ) 
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OU 

(a) k - Üil±^/3 (a «)3 T^i-+ 3 )] 

P1P2I/3O3) — M b *) J 

Si la valeur de -la fonction / 3 est infinie pour l’une des limites, a 3 par 
exemple, on a 

(2') k — ‘ UlH ~ JâlhiÈl}. 

H-i 

Il n’y a plus qu’à porter cette valeur de k dans la formule (1). 

L’écartement qui vient d’être déterminé, en vue de rendre maximum 
l’angle ^ 2 PiQ 2, est indépendant de l’angle que Q1Q-2 fait avec Q1P1. Si l’on 
fait varier cet angle, les points q 2 et Q 2 parcourent les cercles décrits de Q, 
comme centre avec les rayons 

Q QiQs = 

s/k 

et, puisque le point ï\ se trouve entre ces deux cercles, l’angle ^ 2 P,Q 2 aug¬ 
mente au fur et à mesure que Qi Q 2 se rapproche de Q, Pi (fig. 82). 


Fig. 82 . 



Mais on ne saurait faire croître cet angle indéfiniment, parce que l’angle 
P1P2Q2 devenant, contrairement à l’hypothèse faite jusqu’ici, plus petit 
que PiQ 2 P 2 , décroîtrait indéfiniment. 

Arrêtons-nous dans la position pour laquelle les angles PiQ 2 P 2 et PiP 2 Q 2 
sont égaux. Le triangle Pi Qi <7-2 est alors isoscèle, et le point Q 2 se trouve sur 
le cercle décrit de Pi comme centre avec l’écartement D, calculé par la for¬ 
mule (1), pour rayon. 

D’autre part, les triangles Pi Qi q^ et PiQiQ 2 ayant un angle commun Qi 
compris entre côtés proportionnels, car 

Qi Qa _ Qt P1 » 

Qi Pi Qi ^2 

sont semblables, et le triangle QiPig r 2 est lui-même isoscèle. 


D ? OCAGNE 
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En résumé, ayant fait choix des modales y et ui 2 , cle façon que les 
deux échelles (z { ) et ( z 2 ) aient une même longueur L, et ayant calculé k 
par la formule (2), on prend pour point Q 2 l'un des points de rencontre 

des cercles décrits de Fj; et Qj comme centres avec le rayon L \/k. Le sup¬ 
port de Véchelle (zf) est alors une droite antiparallèle de l^Oj et P 2 0 2 
par rapport à Pi P 2 et Q) t Q 2 . 

Il va sans dire, encore une fois, que la disposition des échelles qui vient 
d’être étudiée, théoriquement la meilleure, ne s’impose pas dans la pratique, 
et qu’il suffira, pour les applications, de choisir une disposition qui n’en soit 
pas trop éloignée. 

On pourra notamment substituer aux valeurs de p.,, de u 2 et de k rigou¬ 
reusement calculées des valeurs arrondies qui n’en diffèrent pas beaucoup. 

Remarque. — Si les points P 3 et 0 3 coïncident respectivement avec les 
points Pj et Q 2 , on a k = 1, et les triangles P1Q1Q2, P1Q2P2 sont équilaté¬ 
raux. Mais le minimum de l’angle d<* l’index et du support P 3 0 3 descend ici 
nécessairement à zéro. 


73 . Exemples : i° Septième type de nomogramme pour la. multiplica¬ 
tion ( 1 ). — Écrivons l’équation de la multiplication 

^1 “ Z 3 

sous la forme 

^3 

— — Z? = O. 
z i 

Elle sera dès lors représentable (n° 71 ) par les systèmes de points cotés 


Oi) 


U — 



( z ±) v =— p.»^ 2 , 

/ ^ \ [A 1 U 2 Z 3 

' -’â ) X = O --!- . 

Pl “H P2 S 3 

Convenons de faire varier et z , 2 de i à 10. Puisque les segments portés 
sur Am et Br sont de sens contraires, et que u décroît lorsque augmente, 
le sens de la giaduation sera le même sur les axes parallèles. 

Prenons dès lors 


ce qui nous donne 
et, en outre, 


a \ = i o, b x = i, 

Cl, = IO, 6 2 =I, 

«3=100, b 3 =I, 


fydbg) — fxja j ) 
fï{b,) — f 2 (a, ) 


_ i_ 9 _ 

îo ~~ io 
— i -h io = 9. 


(') Corrélatif du troisième type ( n° 25 , i°) 
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L’échelle (z 2 ) étant métrique, prenons pour cette échelle la graduation du 
décimètre, c’est-à-dire 

., _ ,cm 

d’où 

L = 9 cm . 

Pour que l’échelle (~i ) ait même longueur, il faut donc que 

9 


9 


d’où 


La formule (2) du n° -72 donne alors 


et 


j _ (10 -r-100) (10 H- 1) _ 1 1 _ 

10 (100 — 1) 9 ~ 7 


La formule (1) du même numéro donne donc à son tour 
D = 1,1 x 9 cm — 9 cm , 9. 

Fig. 83 . 



Nous prendrons 

D — io CIn . 


fl est dès lors facile de construire le parallélogramme P1Q1Q2P2 (fig- 83 ) 0 ), 


(*) La figure 83 est une réduction du nomogramme tel qu’il a été construit et 
qu’il se trouve décrit dans le texte. 
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dont les côtés P1P2 et Qj Q 2 sont égaux à io c,n , les côtés PiQj et P 2 Q 2 à 9 e '". 

Pour construire le support P3Q3 de l’échelle (23), il suffit de se rappeler que 
ce support se confond avec l’axe AB des origines. 

Or, le point coté 10 a pour coordonnée u , 


10 10 

et le point 0 2 coté 1 a pour coordonnée e, 

e = p 2 = x cm . 

Il suffit donc de prolonger Pj Qj de i cm du côté de P 2 , et P2Q2 de P"’ du 
côté de Q 2 pour avoir les points A et B, et, par suite, la droite AB ou P 3 Q 3 . 

La graduation (z 2 ) est immédiatement obtenue, puisque c’est celle meme 
d’un décimètre. 

Pour obtenir l’écheHe (21), remarquons : i° qu’elle est homographique : 
2“ que nous en connaissons trois points, 0 !( 1 ), Pi(10) et A(cc). Donc, suivant, 
ce qui a été vu au n° 7 , si nous portons sur QiQ 2 une échelle métrique auxi¬ 
liaire (( 3 ) ayant son point 1 au point Qj, et si la droite, joignant le point 10 
de (( 3 ) au point P t , coupe en S la parallèle à QjQ 2 , menée par A, les droites, 
joignant ce point S aux divers points de (f 3 ), donnent sur P1Q1 les points de 
même cote de ( z x ). 

En prenant pour (ji) une graduation de décimètre ayant son point 1 en Q t , 
on obtient ainsi le centre de rayonnement Si, qui a servi à obtenir les points 
de (^1) cotés de 10 à 5 . 

Prenant maintenant pour (| 3 ) une échelle métrique pour laquelle te‘ module 
est égal à 2 l ' m ,5, on voit que le point 5 de cette échelle tombe au point 0 2 . 
Il suffit donc de joindre le point Q 2 au point 5 de (si), déjà obtenu, pour 
avoir le centre de rayonnement S 2 correspondant. Ce centre a donné les points 
de (^1) cotés de 5 à 3 . 

Si, enfin, on prend pour l’échelle (( 3 ) le module égal à 5 cm , son point 3 
tombe au point Q 2 . Donc la droite qui joint ce point Q 2 au point 3 de («1), 
déjà obtenu, donne le centre de rayonnement S 3 . Celui-ci a ser vi à déterminer 
les points de (2 t ) cotés de 3 à 1. 

Il faut remarquer d’ailleurs que les trois échelles (( 3 ) dont il vient d’être 
question se superposent, à la graduation près, et sont données toutes trois 
par simple application d’un décimètre le long de Qi Q 2 . 

Quant à l’échelle (23), elle s’obtiendra, par application de la remarque 
qui termine le n° 61 , de la manière suivante : 

Les droites joignant le point 1 de (21), c’est-à-dire le point Qi, aux divers 
points de (z 2 ), passent par les points de (23), de même cote que ces derniers. 
Ainsi ont été obtenus les points de (23) cotés de 1 à 10. 

Les droites joignant le point 2 de (21) aux divers points de (z 2 ) passent par 
les points de (23) de cote double. Ainsi ont été obtenus les points de (23) 
cotés de 10 à 20. 

Les droites joignant le point 10 de (2 2 ), c’est-à-dire le point P 2 , aux divers 
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points de (zy), passent par les points de (£3) de cote décuple. Ainsi ont été 
obtenus les points de (z 3 ) cotés de 20 à 100. 

\ 

2° Huitième type de nomogramme pour la multiplication ( 1 ). — Ce 
nouveau type s’obtient si l’on prend dans l’équation 


Z 1 Z ) - Z 3 , 


pour l’application du procédé indiqué au n° 71 , z-y et z 3 comme variables 
indépendantes, au lieu de z x et z 2 ; mais, afin de n’avoir pas à changer les 
indices dans les formules données à eet endroit, nous écrirons l’équation de la 
multiplication sous la forme 


*■’ 1 


«'2 


z ;i 


o. 


Les formules de la représentation seront donc ici 


< Zy ) 

{z 3 ) 


U — JJ-1 Z |, 
v —— u ,s 2 , 

ô 0-1 H- \X 2 Z 3 
’j-l -+- ;- l 2' S 3 


Faisons varier z t de 1 à 10, de 1 à 100. Ici, les graduations ( -1) et (z 2 ) 
étant de sens contraires, on prendra 


ce qui donne 
-et. en outre. 


a x = 1 , 

<7 2 = 100, 

ci> = 100, 


b v — 10, 
b 2 — 1, 

b 3 


o, 1 


f\{b\)~ /1O1) = 10 — 1 = 9, 
f 2 ( b 2 ) — ft ( a 2 ) = — 1 + 100 = 99. 


Donc, pour qui 1 les deux échelles aient la même longueur L, il faut que 

L = 9 p, = 99 9.2. 


Prenons 
A lors 
et 


Pi — i cm ,i. 


ou = o c,n . 1 


L = 9 e1 ", 9. 

La formule (2) du n° 72 donne maintenant 

. ( o, o 11. -f- 0,1)1 ri -1-0,1) 

k =- 

0,11(10 — 0,01) 


1 1 [ 


j , 1 x 


(') Corrélatif du second type ( n° ‘ 22 , i°). 
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IÇ)8 
Ct 

\/k = ï , o(). 


Par suite, la formule (i) du même numéro donne 


Nous prendrons 


D = 1,06 x 9 Ca \9 = io cm ,49i. 

D = 10"", 1 . 


Il est dès lors facile de construire le parallélogramme f > iQtPsQ2 dont les 
côtés P1P2 et Q1Q2 sont égaux à io cm , 5 . les côtés Pjl^i et P2Q2 à 9 e " 1 .9 
{fig. 84 ) 0 ). 

Fig. 84 - 



Le point Pi, coté 1. a pour coordonnée u , 


et le point (.) 2 , coté 1, a pour coordonnée r, 

v = p. 2 = o tm . 1. 

Gela permet de marquer les origines A et B sur les axes et, par suite, de 
tracei' la droite AB ou P 3 ( v > 3 . 

Les graduations (^1) et ( z 2 ) s’obtiennent immédiatement, puisque ce sont 
des échelles métriques de modules ii mm et i ,nm . 

Une fois les échelles (sj) et (z 2 ) construites, l’échelle (z :i ) s’en déduit 
immédiatement par application de la remarque qui termine le n° 61 . 


(') Réduction du nomogramme décrit dans le texte. 
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Les points (z 3 ) de 0,1 à 10 s’obtiennent sur P3Q3 au moyen des droites qui 
joignent les points (z s ), de cote décuple, au point (.s,) coté 10, c’est-à-dire 
au point Q 1? les points (^ 3 ) de 10 à 5 o au moyen des droites qui joignent les 
points (z 2 ) de cote double au point (zy) coté 2 , les points (z 3 ) de 5o à 100 au 
moyen des droites qui joignent les points (^ 2 )de même cote au point (^1) coté 1, 
c’est-à-dire au point P t . 

3 ° Correction barométrique. — La correction e, exprimée en millimètres, 
qu’il faut retrancher d’une hauteur barométrique p, lue en millimètres de 
mercure, pour la ramener à zéro, la température étant de t° G., est donnée 
par la formule 

s = 0,000 16 pt, 

que nous écrirons 

tz 

0,000 1 6 p — j = o, 


pour que le dernier type de nomogramme qui vient d’être examiné lui soit 
immédiatement applicable. 

Posons donc 

a = ;jL t x 0,000 1G/?, 
v — — IM £ 

et admettons comme limites ( 1 ) : 

pour p. a y — 000, by — 800, 

pour £, « 2 = 5 , b, —o, 


ce qui donne pour t 
et, en outre, 


= 6 >., 5 , & 3 =o 


fi(b x ) — f y (a y) = 0,000 16 x 3 oo = 0.048, 
A (62)—/ 2 (« î ) = 5 . 


Si donc L est la longueur commune des échelles, nous devrons avoir 

0,048 \j.y = 5 pu = L. 

— t cm 

[X.> — 1 


Prenons 

Alors 


Pi 


et 


o ,048 

T ~ cm 

ÏJ — ) 


= io4 ,m 


Co 


.oinine ici la fonction f 3 est ^ qui, pour la limite b 3 — o, devient infinie, il 


O Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1899, p. 211. 
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faut, pour avoir l’c , appliquer la formulera') du n° 72 . D’ailleurs, puisque 



on a, pour les valeurs limites s = 5, p = 5oo, 


/a («3) = ~ 


0,00016 x 5 oo 
--- = 0,016. 


Par suite, la formule (2') en question donne 


d’où 


et 


Nous prendrons 


. 5 X 0.016 8 

+i=3 = ».6W6, 


y//r = 1 ,63 

D == 5 cm x 1,63 = 8 <:m ,i5. 
D = 8 cm . 


Construisons donc le parallélogramme Pi Q, Q 2 P 2 85 ) (i) ayant pour 
côtés 5 et 8 cm . 

Fig. 85 . 






L’échelle (e) est immédiatement construite puisque, vu le choix de u 2 , 
('gai à i c,n , elle se confond avec une échelle de décimètre. 

L’échelle (p) est une échelle métrique dans laquelle les points Pi et Q t 
sont cotés respectivement 5 oo et 800; elle est donc aisée à construire, et 
l’on peut aussi facilement marquer son origine A, point coté o, qui, jointe à 
l’origine Q, de l’échelle (e), donne le support P 3 Q 2 de la troisième échelle (t). 
Si l’on ne veut pas avoir recours à cette origine A assez éloignée de la partie 
utile de la figure, on peut remarquer que Je point t — 5 o se trouve à la fois 


( 1 ) Réduction du nomogramme décrit dans le texte. 
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sur les deux alignements déterminés respectivement par p — 5oo, z = 4, et 
par/) = 800, s = ('),4- 

Le point coté o de cette échelle ( t ) se confond avec le point Q 2 , puisque t — o 
doit donner s — o quelle que soit la pression p, et son point coté oc se trouverait 
en A, puisque de même t — 00 donne s = cc , pour toute valeur de p. 

L’échelle ( t ) est homograpliique, on en connaît trois points (? = o), (t = cc) 
et (t — 5 o) ; il est donc facile de la construire, ainsi qu’il a été vu au n° 7 , en 
se servant de l'échelle (s) dont les cotes seraient décuplées. Tirant dès lors 
la droite qui joint le point coté 5 de cette échelle (s), c’est-à-dire le point P à 
au point (?) coté 5 o, qui vient d’être obtenu, on a, sur PiQi, le centre de 
rayonnement. Projetant à partir de ce centre les points (s) sur P 3 Q 2 , en 
décuplant leurs cotes, on obtient les points (?) ( 1 ). Cette construction peut 
aussi se déduire de la remarque bien simple qu’à des valeurs de s et de t ayant 
un rapport constant correspond, en vertu même de l’équation représentée 
une valeur fixe de p. Si ce rapport est égal à on a la construction ci-dessus 
indiquée. 

C. — Xo.UOGRAMMES A TROIS ÉCHELLES RECTILIGNES QUELCONQUES. 

74 . Type des équations correspondantes . Valeurs critiques. — 
Pour que l’équation en z |, z- 2 , z 2 , mise sous forme de déterminant 
(n° 61 ), admette des droites comme supports de ses trois échelles, il 
faut et il suffit que, dans chacune des équations 

«// vgi H- hi = O, 

les trois fonctions gi, hi s’expriment linéairement au moyen d’une 
seule d’entre elles, /), par exemple. Dans ces conditions, on voit que 
le déterminant sera de la forme 

0) A/4/2/3 -+- ZCiJi- 1- P — O, 

où les A, B, C, D sont des constantes et où i, /, k représentent les 
diverses permutations circulaires de i, 2, 3 . 

Si, avec M. Soreau ( 2 ), on appelle ordre nomographique par 


( x ) On trouvera plus loin d’autres exemples de nomogrammes de ce type (n os 120 
et 121). 

( 2 ) Dans son Mémoire : Nouveaux types d y abaques , publié dans les Mémoires et 
Comptes rendus de la Société des Ingénieurs civils , 1906, p. 821. Il convient de 
remarquer que celte notion de l’ordre nornographique 11e se rapporte qu’à un carac¬ 
tère purement formel et non pas essentiel (comme l’ordre algébrique, par exemple) 
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rapport à z K d’une équation mise sous la forme 

2/i — O, 

où les f { sont linéairement indépendantes, le nombre p { lorsque 
cette équation a p { -f- i termes, et p =p t + p >-h • • • -\~pn-, \ ordre 
nomographique total de l’équation, on voit que Véquation (i) est 
celle d’ordre nomo graphique 3 la plus générale. 

D’autre part, une transformation homographique quelconque, 
appliquée aux équations à 3 ou à 2 échelles parallèles (n os 67 et 71). 
permet de reconnaître que les équations représentables par trois 
échelles rectilignes concourantes ou non concourantes peuvent res¬ 
pectivement se ramener au type canonique 


00 

/ 1 +/ 2 +/ 3 - 

ou 

( 3 ) 

/i/2/3 = 1 , 


elles-mêmes réductibles l’une à l’autre par anamorphose logarith¬ 
mique lorsqu’on met la seconde sous la forme 

•og/l -+- lo g/2 H- 1 Og/3 = O. 

On représentera donc une équation du type ( 1 ) par un nomo- 
gramme à échelles concourantes ou non, suivant qu’on la ramènera 
par une transformation projective à l’un des types ( 2 ) ou (3) ci- 
dessus. 

De ce problème, traité à un point de vue purement algébrique, 
nous avons donné une solution complète ( 1 ), d’où il résulte que, 
pour que cette représentation soit réelle, il faut que le discrimi- 


des équations envisagées. Telle d'entre elles, par exemple 

AA -+- V / i~+7T V* + A = A, 

d’ordre nomographique 5, d’après la définition ci-dessus, devient d’ordre nomogra- 
phique 3, lorsqu’on la transforme en 

lo g (fi + V 1 H-/ 2 ) -+- log (/, -f- \i -+-/?) = log (f 3 + \/f 3 — 0 . 

( 1 ) Dans le Mémoire 0 . 22 qui a été reproduit dans la première édition du présent 
Ouvrage (p. 436 à 469 ). 
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nnnt A du premier membre de (i) rendu homogène ne soit pas 
négatif ( 4 ). 

D’ailleurs, les trois échelles sont ou non concourantes , selon 
(/ne A = o ou A >> o. 

Nous allons ici retrouver ce résultat par une voie plus strictement 
géométrique, en cherchant une construction directe du nomogramme 
de (i), qui ne suppose pas la réduction algébrique préalable de cette 
équation soit à la forme canonique ( 2 ), soit à la forme canonique (3). 

Nous pouvons tout d’abord supposer les droites D,, Do? D 3 , qui 
servent de support aux échelles ( 5 ,), (%•>)■, (z- 3 ), non concourantes 
(fig- 8(3), le cas où elles le sont apparaissant comme limite de 
celui-ci. 

Fig. 86. 



Nous savons, en vertu de ce qui a été vu au n° 61, que nous pou ¬ 
vons disposer de quatre points du nomogramme, soit, par exemple, 
des points (z { ) cotés a K et et des points (s 2 ) cotés a 2 et b 2 ; ce qui, 
en même temps, revient à se donner les droites D { et Do. La cons¬ 
truction exige alors que l’on connaisse : 

i° Ln troisième point de chacune des échelles (z,) et (z 2 ) (puisque 


(') Ü est entendu que cet énoncé suppose que l’on se place au seul point de vue 
projectif, si important pour la construction effective. Si l’on veut admettre une ana¬ 
morphose transcendante, M. Fontené a fait voir ( Nouv. Ann. de Math., 3 e série, 
t. XIX, ]>. 4g4) que, dans le cas où A < o, l’équation peut être réduite à la forme 
canonique ( 2 ) ci-dessus, si l’on pose ç, = arc tan g f'i étant projective de f t . On 
verra, en outre, plus loin (n°83) que, si I on admet des supports non rectilignes, on, 
peut, dans tous les cas, représenter une équation ( 1 ) par un nomogramme à points 
alignés construit projectiveinent en partant des échelles des fonctions f t . Ajoutons 
que, dans les applications pratiques, le cas A <0 est très rare. 
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‘2 O 4 

ces échelles, projectives de celles de/, et f 2l sont entièrement déter¬ 
minées par trois points ); 

a 0 Le troisième support D :( ; 

3° Trois points (ô 3 ) marqués sur ce support, par lesquels l’échelle (; 3 ) 
sera déterminée tout entière. 

Or tous ces éléments seront connus lorsqu’on aura déterminé les 
valeurs que doivent prendre les variables , z 2l s 3 aux sommets du 
triangle P, LL P s formé par les trois supports (P/ représentant le 
sommet opposé à la droite D*), et qui seront dites les valeurs cri¬ 
tiques de ces variables ( 1 ). En effet : 

i° La valeur critique de en P 3 , jointe à a K et b t , détermine 
entièrement l’échelle (Æ f ); de même pour (z 2 ) 

2 ° Ces échelles étant déterminées, on peut marquer respectivement 
sur D i et D 2 les points P 2 et P 1 où et z 2 prennent des valeurs 
critiques connues ('-); 

3° Les points P< et P 2 pourvus des valeurs critiques correspon¬ 
dantes de fournissent déjà deux points de l’échelle (s 3 ) portée sur 
la droite D 3 qui unit ces deux points; pour en avoir un troisième, 
il suffit de prendre le point de rencontre de cette droite D 3 avec l’un 
des alignements unissant deux des points (z t ) et (s 2 ) déjà marqués, 


(') C'est dans noire Mémoire 0.50 que nous avons introduit dans la théorie des 
nomograrnrnes à alignement cette notion de valeur critique. Depuis lors, dans une 
série d’intéressants Mémoires dont on trouvera un résumé aux Annexes (Note III), 
M. Farid Boulad a donné une nouvelle extension à l’idée d’où est sortie cette 
notion. Afin de ne pas laisser subsister une équivoque qui, à notre connaissance, a 
déjà eu tendance à se produire, nous tenons à faire observer que si les quantités î/„, 
<’ n qui se rencontrent dans un court passage du Mémoire de Massau (Liv. III, n° 195, 
p. x35) peuvent a posteriori être reconnues pour ce qu’on appelle ici des valeurs 
critiques, ce passage ne contient en réalité aucun linéament de la théorie des valeurs 
critiques, et des formes invariantes qui s‘y rattachent, non plus qu’aucune indication 
de l’usage qui peut en être fait pour la construction, sans disjonction préalable, des 
nomogrammes de genre zéro ou des monogrammes coniques applicables à des équa¬ 
tions d’ordre pornographique 3 ou \ ( n os 83 et 85), etc., toutes questions traitées à 
fond dans le Mémoire 0.50. 

( 2 ) Si, par hasard, l’une de ces valeurs critiques était imaginaire, alors que la 
valeur correspondante de la fonction fût réelle (cas de z pour sin^>i en valeur 
absolue), on prendrait comme paramétre, pour la construction, f i au lieu de s-, 
parce* qualors l'échelle considérée serait projective d une échelle métrique; puis, 
une fois la construction achevée, on coterait, les points obtenus au moyen des valeurs 
correspondantes de z i au lieu de/-. 
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la valeur correspondante de z 3 étant donnée par (3 ) où z t et z 2 ont 
été remplacés parleurs valeurs (choisies, cela va sans dire, de façon 
que le calcul de z :i soit aussi simple que possible). 

Si les trois échelles sont concourantes (auquel cas lb, P 2 , P 3 se 
confondent en un seul P), il faut, pour déterminer D 3 , en dehors 
de P, un autre point que l’on obtient par la rencontre de deux ali¬ 
gnements définis par des couples de valeurs de ;, et z- 2 correspon¬ 
dant à une même valeur de z%. en vertu de ( >); D ;t étant ainsi 
obtenue, un seul alignement supplémentaire donne un troisième point 
de l’échelle ( 5 3 ) et celle-ci est, dès lors, entièrement déterminée. 

On voit donc que, lorsqu'on s’est donné arbitrairement «,, b \, 
a>. b-2-, la connaissance des valeurs critiques de 5 , , z->, z :t permet, 
dans tous les cas, d’achever la construction du nomogramme. Il nous 
reste à faire voir comment on obtient ces valeurs critiques. 

Remarque . — 11 est bien évident que, dans le cas général, on 
peut prendre deux de ces valeurs critiques pour 6, et /> 2 , par exemple, 
ce qui revient à dire que l’on peut se donner arbitrairement les trois 
supports D t , D 2 , D 3 et, de plus, un point coté quelconque respecti¬ 
vement sur deux d’entre eux. soit a , sur D , et a 2 sur D 2 , qui, par 
alignement, donnent « 3 sur D 3 . Les valeurs critiques étant convena¬ 
blement réparties entre les trois sommets P,, P 2 « P ;i . on se trouve 
avoir ainsi trois points de chacune des trois échelles qui se trouvent 
ainsi entièrement définies. 

Autrement dit, la considération des valeurs critiques montre que 
l’on peut se donner les trois supports D,, D 2 , D 3 et l’alignement 
correspondant à un système quelconque de valeurs de z t , z>>. z$ satis¬ 
faisant à l’équation donnée; tout le reste s’en déduit projectivement. 

75. Détermination des valeurs critiques. — Cette détermination 
repose sur la simple remarque que voici : si v, et A. constituent un 
couple de valeurs critiques de et s 2 , soit réunies au point P 3 , soit 
affectées l’une au point P 2 , l’autre au point P,, la valeur correspon¬ 
dante de z 2 est indéterminée . En effet, dans le premier cas, au 
couple ç,, Ç> correspondent toutes les droites passant par P 3 qui 
donnent, par suite, sur D ( une valeur quelconque pour z :i ; dans le 
second, l’alignement Ç,‘Ç 2 se confond avec le support D 3 de (z ;t ) 7 ce 
qui laisse encore indéterminé le point correspondant de cette échelle. 
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Or l’équation (i ) du numéro précédent peut s’écrire 

11 bis) _/ 3 ( \ i>i_/ 2 -+- IUJ i -+- C,) -+- B 3 /i/ 2 4- C./i-i- 02/2-+- D = o, 

et la valeur de / 3 (par suite, celle de ,s 3 ) deviendra indéterminée 
lorsque les deux coefficients de cette équation (où/ 3 est prise pour 
inconnue) seront nuis. 

Autrement dit, les valeurs cp, et cp 2 que prendront f K et J\ pour les 
valeurs £, et ‘A cherchées seront telles que 

r r ^ A © j o2 H - t >2 ©1 4 - B 1 © 2 —i- C 3 — o, 

1 I B 3 © 1 ©2 -f- Ci ©1 4 - C 2 ©2 -+- D =0. 

Afin de simplifier l’écriture ultérieure, nous conviendrons de poser 
(comme dans le Mémoire 0.22 et en représentant toujours par i,j, /. 
une permutation circulaire de 1 , 2 , 3) 

F 0 = 2 B/Q- \D, 

Et = ACt — B j B/,, F/ = F 0 — 2 B* G,, G,- = B, D - Cy G/,, 

ce qui donne, quel que soit i, 

F/ — 4 G/Gy — A, 

A étant le discriminant du premier membre de ( 1 ) rendu homogène. 
Remarquons aussi que l’on a 

F/ -4- Fy — 2 ( B/ t . G 4 - — 4 D ). 

Ceci posé, on trouve aisément que l’élimination du - terme en cp, ©>.> 
entre les équations (4 ) donne 

( à ) 2 Fl y 1 - F ! 4- 2 F 2 ©2 — F 2 = O, 

et i élimination de cp 2 entre (o) et l’une ou l’autre des équations ( f) 

Ej ©f — F j cpi -f- Gj = o. 

fomme d’ailleurs tout est symétrique par rapport aux indices 1 , 
2 , 3, on voit que, d’une manière générale, les valeurs critiques de la 
fonction// sont données par (M 

(f>/ ) E«' ©? — F/ ©,• 4 - G/ = < > 


(■) On remarquer;!, en se reportant à notre solution algébrique citée ci-dessus, 
que les quantités ?• sont les mêmes que les quantités p. de cette solution changées 
de signe. 
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et, par suite, pour que ces valeurs soient réelles, il faut que 
ï / — 4 E/G 7 , ou A d’après la formule ci-dessus, ne soit pas négatif. 

Supposons d'abord A >> o. Chacune des équations ( 6 /) a alors 
deux racines réelles et distinctes es) et o” ; . Mais ces valeurs de 01 ne 
sauraient être accouplées au hasard. En effet, si nous les répartissons 
en deux groupes (©') et (p") suivant que 


„/ F ï~~ \J'à 


I 

| 

«r 

t>i 

2 K/ ’ 

ou 

<B/= ——p;- y 

‘ 2 

c’est-à-dire 



(7.1 îEi?;- f^h-v/â, 

ou 

2E /©/— F i—-- y/Â 


nous voyons, d’après (5), que les valeurs de p/ et esj, accouplées pour 
correspondre à une valeur indéterminée de doivent être de 
groupes (es') et (es") différents. Cela nous montre qu’à chaque 
sommet P* nous devons associer des couples (cl’indices différents 
de i, bien entendu ) pris dans l’un et l’autre groupe (es') et (p"), 
<' est-à-dire soit (es), es).), soit (es), es).). Si donc, comme précédem¬ 
ment, nous appelons 'Çi la valeur de la variable z-[ correspondant à la 
valeur p/ de la fonction J), nous pourrons répartir les cotes Ç entre 
les sommets P (que nous appellerons les points critiques), suivant 


l’une 

ou l’autre des deux di 

s positions 


O) 

iVC'.r,), 

ivr,?’,). 

p / y* y’f \ 
1 d l * 1 ^2 ) 

< ) u 




(l\) 

Fi(ru' 2 ), 

Pi(Ç'iÇ's). 

lyç'.c;) 


De là, pour l’équation (i), lorsque A^>o, deux types de nomo- 
grammes homographiquement, irréductibles entre eux. 

Si A = o, les deux valeurs critiques X s ' i , Z) de chaque variable z-i se 
réduisent à une seule [correspondant à la racine p/, alors unique, 
de l’équation ( 6 /)|, ce qui exige que les trois points P 1? P 2 , P 3 se 
confondent en un seul P; les trois échelles sont donc concourantes. 

Si A <p o, les esi deviennent imaginaires, et comme les points de 
l’échelle (z-i) dépendent des valeurs de la fonction j) de façon uni¬ 
voque (’), les points P, sont eux-mêmes imaginaires. Par suite, à 


(') Voir le deuxième renvoi de la page 204. 
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moins d une anamorphose non projective (*), la représentation cesse 
d’être réelle. 

Remarque . — Si une quantité E t - est nulle, l’une des racines cp; 
de ( 6 /) doit être considérée comme infinie. Pour déterminer à quel 
groupe (cp ) ou (©") appartient cette racine infinie, il suffit de déter¬ 
miner celui auquel appartient la racine finie ; or, pour celle-ci, la 
quantité aE— F/ (dont le signe définit le groupe correspondant), 
se réduisant à — F/, est connue sans ambiguïté. 

76. Emploi effectif des échelles des fonctions composan tes. — 
Nous venons de voir que les trois échelles rectilignes au moyen des¬ 
quelles est constitué le nomogramme d’une équation d’ordre nomo- 
graphique 3 [type (i) du n° 74] sont respectivement projectives de 
celles des fonctions composantes /,, / 2 , On sait donc les cons¬ 
truire, ainsi qu’il a été vu au n° 7 ; il pourra être toutefois avantageux 
d’utiliser les échelles des fonctions f\ elles-mêmes, si, par exemple, 
on a sous la main les étalons de graduation ( n° 6 ) correspondants. 

Appelons I 0 F, I 3 les points des échelles (s,), (z 2 ), ( 53 ) pour 
lesquels les fonctions/), / 2 , / 3 deviennent respectivement infinies. 
Pour que l’échelle (zf) soit celle de la fonction /) même, il faut que, 
sur le support D/, le point I; soit rejeté à l’infini. 

Il suffit donc, par transformation homographique, de rejeter à l'in¬ 
fini la droite J unissant deux quelconques des trois points I/, les 
points I, et I 2 , par exemple (ou une droite J quelconque passant par 
ces points s’ils sont confondus en un seul), pour que les échelles (z { ) 
et (z 2 ) du nomogramme soient précisément celles des fonctions f, 
et / 2 ( 2 ). Si, en outre, le point I 3 se trouve sur la droite J, l’échelle (z 3 ) 
se réduit en même temps à celle de la fonction / 3 . Mais cette trans¬ 
formation ne pourra être effectuée qu’autant que la droite J ne coïn¬ 
cidera pas avec l’un des supports D ( , D 2 ouD 3 , puisqu’alors l’échelle 
correspondante serait tout entière rejetée à l’infini. 

Il y u donc lieu, pour la discussion, d’examiner ce qui se passe 
lorsque des coïncidences ont lieu entre les points I et les points cri- 


(*) Voir le renvoi de la page 2o3. 

( 2 ) Cela n’exige, il faut bien le remarquer, aucun calcul. Il suffit de prendre I, 
et I 2 pour deux des points ( a x et a 2 , par exemple) qui peuvent être choisis arbitrai¬ 
rement, ainsi qiCon Ta vu au n° 74. 
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tiques P. Pour qu’un point R, caractérisé par fi = ce, vienne en un 
de ces points P, il faut, en vertu du numéro précédent, que l’équa¬ 
tion (6;) correspondante ait une racine ©/ infinie et, par suite, 
cjue E/ = o. 

D’autre part, pour que les trois points I soient alignés, il faut que 
l’équation (i) (n° 74) soit satisfaite par le système y , — f 3 — 00 , 

ce qui exige, comme on le voit en divisant par f 1 / 2 / 3 , que A = o. 

De là la discussion : 

Suivant que, parmi les E/, il y en aura o, 1 , 2 ou 3 nuis, c’est- 
à-dire o, 1 , 2 ou 3 points I en coïncidence avec des points cri¬ 
tiques P, nous aurons les cas (I), (II), (III), (IV), que nous distin¬ 
guerons par un accent lorsque les supports seront concourants et par 
un indice a lorsque les points I correspondants seront alignés. 

Remarquons tout de suite que, lorsqu’w/î seul des points 1/ coïncide 
avec l'un des points P, il est impossible que les trois points 1/ soient 
ali gnés. Autrement dit, lorsqu’une seule des quantités E, est nulle, le 
coefficient A est nécessairement différent de zéro; les cas (II«) 
et (II';) n’existent pas. 

Par contre, si, les trois supports étant concourants (A = o), deux 
au moins des points R coïncident avec le point unique P, il y a néces¬ 
sairement alignement des trois point# I/. Autrement dit, lorsque, 
A étant nul, deux au moins des E, sont nuis, le coefficient A est 
nécessairement nul; les cas (III ) et (IV 7 ) n’existent pas non plus. 

La discussion des douze cas possibles est résumée schématiquement 
sous la forme du tableau ci-joint {Jig- 8~) qui s’explique de lui- 
même quand on se rappelle que I,, I 2 , I 3 sont les points où les fonc¬ 
tions /,,/>, fi deviennent infinies, J la droite que l’on rejette par 
homographie à l’infini ( 1 ). 


(*) Pour vérifier que les résultats ici mis en évidence par voie géométrique sont 
bien identiques à ceux auxquels nous avait précédemment conduit notre solution 
algébrique, il suffit d'observer que la correspondance entre les désignations des 
divers cas, d’un endroit à l’autre, s’établit d’après le tableau que voici : 


(I) . 

... (a a,) 

(IIIJ... 

.. (aa 4 ) 

(l'a) . 

.. ( aé, ) 

(IJ . 

.. (art,) 

(IV). 

.. (a a.) 

(Il') . 

.. (a b,) 

(II) . 

.. (a a,) 

(i vj.... 

. . (aa,) 

(IHa). • • 

. . (a b,) 

(III).... 

.. (aa 3 ) 

(I') .. 

.. (art,) 

(iv«).... 

.. (aôj 


Nous profitons de l’occasion pour signaler une faute d’impression dans le tableau 
résumant la discussion donnée dans notre Mémoire 0.22 : avant-dernière ligne, 
colonne À, le zéro ne doit pas être barré. 


d’oc AG N K 


14 
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\ oici des exemples de ces douze cas pour chacun desquels nous 
donnons le tableau des valeurs critiques des f,; dans l’ordre 


/ ® 2 




(la) 

t S jzj 1 j if '2 ■+■ jl 

(II) 

f<Â/> +/»/,-/,+/« 

(III) 

fi A fi +y 2/3 — fi 

(Ilia) 

fifi — fl fi — fi 

(IV) 






ZC 


O 


? 


/ 


yz 


o 


(I Va) 

II 

1 

. CO 

'S 

(I') flfifi- 

f--fi fs fl +/ 1/2 +4 = 0 

(I a) 

fifi -+-fsfi — fl fi — 0 

(II') 

fl fi fi —fl —fi — 0 

(IHa) 

fifi — >fifl H- I == O 

(IV'«) 

/ 1 +/ 2+/3 = 0 


f 

yz 

O 


{ 

0 

yz 

» ) 

/ 

(- 

— > 

2 

— A, 

( 

0 

O 

°)> 

( 

0 

O 

oc), 

( 

yz 

yz 

°)> 

( 

yz 

yz 

y-). 


Il suffit de jeter les jeux sur la figure 87 pour reconnaître que les 
trois points 1 / ne peuvent être rejetés simultanément à l’infini et, par 
suite, les trois échelles de /), / 2 , fs intervenir effectivement sur le 
nomogramme que dans les cas suivants : 


fa) 

caractérisé 

par A > 0. 

A = 0, 

Ej, E„ E 3 non nuis; 

(lUa) 

» 

» A > 0, 

A = 0, 

deux des E t - nuis; 

fa) 

» 

» A = 0, 

A = 0, 

Ej, E 2 , E 3 non nuis: 

(I y a) 

)) 

» A = 0, 

A non nul, 

Ej — E 2 = E 3 = 0. 


Dans le cas (IV), pour lequel, A et A n’étant pas nuis, les E/le sont, 
deux des points 1 / ne sauraient, à la fois, être rejetés à l’infini, et, par 
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suite, on ne peut faire’intervenir effectivement que l’échelle d’une 
seule des fonctions fi. 

Dans tous les autres cas, deux des points I 0 et deux seulement, 




peuvent être rejetés à l’infini; donc deux seulement des échelles des 
fonctions fi peuvent être effectivement utilisées. 

77. Exemples : i° Miroirs et lentilles sphériques. — Cette formule (*), 
qui s’écrit ordinairement 

1 1 _ 1 

, Z\ Zo Z $ 

est identique à celle prise ci—dessus comme exemple du type ( V a ) lorsqu’on y 
suppose fj — Zi. Elle est donc représentable par trois échelles concourantes, 


(') C'esî aussi celle qui lie les modules dans le cas de trois échelles parallèles 
( n° 67). 
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les valeurs critiques, toutes trois égales à o, étant réunies au point ae concours 
des supports de ces échelles. De plus, ainsi qu’on vient de le voir, on pourra 
ici faire correspondre à chaque variable Zi une échelle métrique, en rejetant 
la droite J, qui unit les trois points 1/ à l’infini. 

Portons dès lors des échelles métriques de même module sur les deux axes 
que nous faisons correspondre à z t et z 2 (Jig- 88). 

Fig. 88. 


\ (* 8 ) 



Pour avoir un point du support de (z 3 ), prenons deux couples quelconques 
de valeurs de z x et z 2 , permutés l’un de l’autre (ce que permet la symétrie de 
l’équation représentée). Nous voyons ainsi que le troisième support bissecte 
l’angle des deux autres. La troisième échelle, ayant son o également confondu 
avec le point de concours des supports, et étant métrique, sera entièrement 
déterminée par son point i situé sur l’alignement des points 2 des échelles (zj) 
et (z. 2 ). il en résulte que si 10 est l’angle du support de (z 3 ) avec chacun des 
deux autres, le module de(z 3 ) est égal à 2 p.cosw, p. étant le modulecommun 
des deux autres; par suite, si l’on fait a> = 6o°, il est égal à pi. C’est ainsi qu’a 
été construite la figure 88. 

2 0 Sinus produit de sinus. — L’équation 


sin a t sin a 2 == sin a 3 , 

qui se rencontre dans la théorie de la polarisation elliptique, étant écrite 

log sin oc! -H log sina 2 = log sin oc 3 

rentre dans le type (I V' a ) ci-dessus. Les valeurs critiques <&,•, toutes trois 
infinies, et qui s’appliquent au point de concours des supports, correspondant 
aux valeurs nulles des a,-, qui ne sauraient être rejetées à l’infini, force est ici 
de recourir à trois supports concourant à distance finie et non d’appliquer le 
procédé des échelles parallèles (n° 67) bien que l’équation donnée rentre dans 
le type canonique voulu. 

Nous porterons donc, sur les supports rectilignes pris pour (a t ) et (a 2 ), des 
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échelles identiques, projectives de celle de logsina, avec point a = o au point 
de rencontre des supports. Pour construire chacune de ces échelles on peut 
s’en donner soit deux autres points cotés, par exemple a = 5 o° et a = 90 °, 
soit, sous forme homographique, l’expression de la distance x du point coté % 
à l’origine o, avec deux paramètres arbitraires, par exemple, 

[A 

QQ - - \ _ # 

i — k log sin a 

Les échelles de la figure 89 ont été ainsi construites avec pt = 6 cm , k = 10 ( 1 ). 
La symétrie en ct t et a 2 montre, comme dans l’exemple précédent, que le 
support de (a 3 ) bissecte l’angle des deux autres. , 

Fig. 89. 


0 



Quant à l’échelle ( 23 ), il suffit, pour la marquer sur ce support, de remar¬ 
quer que, pour — 90 °, on a a 2 = a 3 , et, par suite, que cette échelle (a 3 ) est 
projective de l’échelle (a 2 ) à partir du point a 1 = 90 °. 

3° Sinus produit de tangentes. — Cette équation, qui intéresse également 
la théorie de la polarisation elliptique, s’écrit 

tang«i tanga 2 == sin a 3 . 

Elle rentre dans le type (IV«) (à une permutation près entre les indices 1 
et 3). Si l’on fait la répartition des valeurs critiques suivant le type (I) du 


( 1 ) Ce nomogramme et le suivant ont été construits par le colonel Lafay, en vue de 
ses recherches sur la polarisation elliptique ( Journal de Physique , 1895, p. 178). 
Il les a obtenus par un procédé élémentaire direct. Il nous a paru intéressant de faire 
voir comment ils se déduisaient très simplement de la théorie générale. 
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n° 75 , on obtiént Ja disposition de la figure 90, pour laquelle on peut se donner, 
par exemple, les graduations ( y.\ ) et (a 3 ) respectivement projecti ves des 


Fig. 90. 



échelles taiiga t et sinx 3 . Pour avoir ensuite la graduation (a,), il suffit de 
remarquer que, pour a 3 = 90°, l’équation représentée donne aj + a 2 = 90°. 
Autrement dit, deux points et a 2 quelconques, de cotes complémentaires , 
sont alignés sur le point «3=90°, ce qui permet d’obtenir immédiatement 
l’échelle (a 2 ) par projetion de l’échelle (a t ) à partir du point a 3 = 90°. 


III. — Nomogrammes de genre non nul. 

A. — Nomogrammes de genre in. 

78. Type clés équations correspondantes . — D’après la défini¬ 
tion donnée du genre (n°57), un noinogramme de genre 1 compor¬ 
tant deux échelles rectilignes, on peut toujours, grâce à une transfor¬ 
mation homographicpie, rendre les supports de ces échelles parallèles 
et les prendre pour axes des a et des r. Dans ces conditions, on voit 
que les équations correspondantes seront de la forme ( * ) 

(h) f[ o s h 3 ~ °> 

où J 3 , o * 3 et h :i sont linéairement indépendantes, sans quoi l’on serait 
ramené au cas précédent. 


0 ) Voir le premier renvoi du n° 57 ( p. i 5 G). 
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Il suffit, pour les représenter, de poser 

' u = Pi fit 

(~i) ? = [J-tfî, 

ce qui donne, pour le système (z 3 ). 


( 5 :J ) 


U 

^3-H 

I a l 


V 


;jt 2 


/ 1 3 -f- / :j 


o. 


Les points définis par cette équation sont distribués sur une cer¬ 
taine courbe dont l’équation en u et e s’obtiendrait par élimination 
de entre l’équation et sa dérivée prise par rapport à z 3 ; mais il est 
tout aussi facile de former l’équation cartésienne de ce support. En 
effet, en appelant toujours 8 la demi-distance des origines A et B, 
on a 

(z, iis) g.S ?’*»-**'» , y = -T Zjjlllll , 

! a l ^3 + g 3 l 1 ! Jh + [^2^3 


et l'équation cartésienne du support de (z 3 ) s’obtient par l’élimi¬ 
nation de z 3 entre ces deux dernières équations. 

On n'aura d’ailleurs généralement pas besoin de connaître la nature 
géométrique de ce support curviligne, chaque point (,s 3 ) étant cons¬ 
truit individuellement suivant l’un des modes indiqués au n° 61 , et 
notamment celui que signale la remarque finale dans le cas où les 
échelles (z\) et (z 2 ) ont été préalablement construites. 

Si la variable z 3 est prise comme inconnue, il sera bon de faire en 
sorte que les points (z 3 ) se trouvent entre les axes parallèles, ce qui 
exige que, dans l’équation (s 3 ), les coefficients de u et v soient de 
même signe. 

Si cette circonstance ne subsistait pas dans tout l’intervalle consi¬ 
déré, on aurait recours à un fractionnement avec changement de 
signe sur l’un des axes. On en trouvera plus loin un exemple (n° 81 ). 

L'étude de la variation de l’angle sous lequel l’index rencontre 
l’échelle (z 3 ) ne saurait se faire avec la même simplicité que dans le 
cas où le support de cette échelle était rectiligne (n° 72 ). 

Mais il arrive souvent dans les applications que l’arc de courbe sur 
lequel est distribuée l’échelle (s 3 ) diffère peu de sa corde. On peut 
alors appliquer la règle donnée à l'endroit cité comme si le support 
curviligne se confondait avec cette corde. 
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79. Premier exemple : Résolution de l'équation du second degré ( 1 ). 
Le présent type est de ceux qui se rencontrent le plus fréquemment 
dans la pratique. Nous croyons donc utile de nous étendre avec quelque 
détail sur plusieurs exemples s’y rapportant. 

Soit, en premier lieu, l’équation du second degré 

(E) ^ ! + /): + (/ = o. 

Pour obtenir son nomogramme, posons 

(P) u = \J-ip, 

(<?) v — p. 2 <7, 

ce qui donne pour (z) 

( ) pl p2 -3" H - p2 Z U -j— p j V == O 

ou, en appelant toujours 20 la distance AB des origines, 

/ 7 ■ \ 5. Pi — P» S — Ui U 2 5 2 

('ibis) x — h~ - — z —, y = -— —• 

—j— JJ.^ 5 JJ-j —h - JJ-2 5 

Les échelles (/>) et ( q) étant métriques, il n’y a pas lieu de s’v arrêter- 
Pour l’échelle (z), remarquons d’abord que, d’après l’expression de x, celle 
échelle projetée sur AB parallèlement aux axes A u et Br, donne une échelle 
homographique ayant son point coté o en B et son point coté 30 en A. Il est 
très facile de construire cette échelle comme transformée d’une échelle 
métrique (n° 7). 

Pour achever de déterminer les points ( 5 ), il suffit de remarquer que, 
pour v — o, l’équation (z) donne 


u — — pi 5, 

ce qui montre que la droite j oignant le point B au point (z) coupe 
l'axe Au au point de l'échelle (p) dont la cote est égale à — z. 

Donc, en coupant le faisceau des droites qui unissent le point B aux 
points (p) de cotes négatives par les parallèles aux axes menées par les points 
de l’échelle homographique construite sur AB, on obtient l’échelle curvi¬ 
ligne (z) (-), dont le support est une hyperbole facile à déterminer. 

Transportons, en effet, l’origine des axes cartésiens du milieu O de AB au 


(') C’est précisément à l’occasion de celte application et de la suivante (équation 
trinôme du troisième degré) que nous avons, dans le Mémoire 0 . 1 , fait con¬ 
naître, pour la première fois, le principe de la méthode des points alignés. 

( 2 ) On a déjà indiqué, au n° 66, une construction de celte échelle (fig- ; 3 ), dans 
le cas où u, = p 2 . 
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négatives, on les obtient, en valeur absolue, comme racines positives de là 
transformée en —z qui se déduit de la précédente par le simple changement 
de p en — p. 

En prenant ;j.j = p. 2 = G™" 1 , 5 , on obtient ainsi la courbe C 2 de la figure 91 ( l ). 

Cas particuliers : i° Épaisseur des lentilles plan-convexes. — Soit, par 
exemple, l’équation 

d'i 

— =e(aR-e) 

4 

ou 

, p , d- 

e 2 -sHe+ — o, 
a 

qui lie l’épaisseur e , le rayon de courbure R et le diamètre d d’une lentille 
plan-convexe. 

Le nomogramme correspondant, pour d , variant ne 2o"' m à ioo m ' n , et R 
de ioo’ nm à 5oo"‘ m , a été construit au noyen des formules 

U=l>-1-T> V = — '>.Ruj, 

a 

avec u, = o m,n , 1, a, = o m,n , 5. 

La figure 92 donne une réduction de ce nomogramme. On voit qu’ici la 
portion utile de l’hyperbole se confond très sensiblement avec sa corde et, par 
suite, qu’en se servant de celle-ci au lieu de la courbe entre les droites 
joignant les points limites des échelles parallèles, on pourrait, en vue de la 
meilleure disposition du nomogramme, appliquer ce qui a été dit dans le cas 
de trois échelles rectilignes dont deux parallèles (n° 72 ). 

2 0 Volume du ballast. — Le demi-profil du ballast d’une voie de chemin 
de fer est un trapèze-rectangle ayant un côté incliné à f. Si donc b est la 
largeur en plate-forme de ce demi-profil, h la hauteur du ballast, le volume 
par mètre courant, abstraction faite des traverses, est donné par 

V — b h -4-0,7 51 V. 

Ici, l’inconnue étant toujours V, on fait en sorte que l’échelle correspon¬ 
dante soit située entre les deux autres. Il suffit, pour cela, de poser 

u = ;j.j ô, v — 0.2 V. 

( *) Les relations fondamentales entre les racines z x et z 2 de l’équation et ses coef¬ 
ficients p et q , savoir 

z { -+-z 2 = — p. z~! z., — q, 

montrent que le nomogramme ainsi construit peut servir pour l'addition et la multi¬ 
plication, la droite joignant les points cotés z x et de la courbe C 2 coupant l’axe Au 
au point dont la cote, abstract ion faite du signe, est égale à z x H- z 2 , et l’axe Be au 
point dont la cote est égale à z x z 2 . De même, la droite, joignant le point (z) coté s, 
au point ( p ) coté — 2 z v passe par le point ( q ) coté s,, ce qui montre que le ndmo- 
gramme peut également servir de table de carrés. 
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pour kïl U,1U ' édUCUO " " üm 0 .S ramme q»i a été ainsi établi 

l'Ouest avec co "Mruct.oo de la Compagnie des Chemins de fer de 




IM 


1 


Fig. g2i 

>v < ilîimètr^?: 



On voit qu’ici encore la portion utile de l’hyperbole portant la gradua- 

ion (A) se confond très sensiblement avec sa corde ° 

l'our tenir compte des traverses, il suffit de retrancher de la lecture V une 
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constante T représentant le volume occupé par les traverses sur un mètre 
courant. On peut éviter cette soustraction en dessinant, sur le transparent qui 
porte l’index, un demi-cercle de rayon p. 2 T ayant son centre O sur l’index ( 1 ). 


Fig. 93 . 



Appliquant alors le transparent sur le nomogramme, de façon que le point O 


(‘) Un tel artifice avait été déjà employé par M. Lallemand pour un autre nomo¬ 
gramme ( n° 136). 
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se trouve sur l’axe des v et la demi-circonférence (T) du côté des V décrois¬ 
sants par rapport à O, on voit que le volume Y demandé sera donné par la 
cote du point de l’échelle (V) qui se trouvera sous le cercle (T). 

On peut même tracer ainsi plusieurs cercles (T) correspondant aux divers 
types de traverses employés. 

Sur la figure 93 , la position de l’index marquée en pointillé montre que, 
pour b — 3 m ,4, h = o m ,5o, on a V = i m3 ,8. 


80. Second exemple : Résolution de l'équation trinôme du troisième 
degré ( 1 ). — Reprenons maintenant l’équation, trinôme du troisième degré 
déjà envisagée au n° 22 (a 0 ), soit 

(E) s 3 —b p z q — o. 

Posons 

(p) u = \x x p, 

( q) v = Hip. 


il vient alors, pour ( z ), 

(■Z) Pi p 2 3 3 -h p, Zll - 4- [JLj 0 = 0 

ou, en appelant toujours 28 la distance AB des origines, 


(z bis ) 


<> 1*2 Z 

X — 0 --—-— y 

1*1 -1- 1*2 Z 


y 


_ — U! p, 3 3 
[J- l —H [J- 2 Z 


Les échelles (p) et (q) ci-dessus sont les mêmes que celles du noinogramme 
de l’équation du second degré (n° 79). Pour la troisième, l’expression de x est 
aussi la même que dans le cas du second degré. Autrement dit, la projection 
de l’échelle (z ) faite sur l’axe AB parallèlement à A u et Br est la même. 

Nous avons vu au numéro précédent comment on pouvait construire cette 
échelle projetée. 

Nous allons maintenant faire voir comment, pour une valeur quelconque 
de z, on peut passer du point M obtenu dans le cas du second degré au 
point M' concernant le cas du troisième degré. 

Remarquons pour cela que ces points ayant respectivement pour équations 

( M ) Pl p-2 z- \L%ZU H- Pj ç — o, 

] Pl p, 3 :1 H- p 2 ZU Pl V = o, 

leurs projections respectivement sur Br à partir de A et sur A a à partir de B 
sont données par 

v — — p 2 s 2 et u — — pi-3 2 . 


(' ) Voir le premier renvoi de la page 216 . 
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Le peint d’intersection des deux projetantes a donc pour équation 


u 


Pi 


[M Z ' 2 


-+- T = o 


OU U 


[j-l c H- O-l 0-2 Z 1 = O. 


Les coefficients de et c étant constants, le lieu de ce point est une paral¬ 
lèle aux axes Au et Br. Or, pour z = i, les points M et M' coïncident. Si 
donc, par le point z — i de l’échelle du second degré construite au n° 79 , on 
mène la parallèle A aux axes, on peut dire que tes droites AM et B VL se 
coupent sur A. 

Gela permet de déduire bien aisément point par point l’écllelle ( 3 ) du 
troisième degré [support (c 3 ) de la figure 91 ] de l’échelle ( z ) du deuxième 
[support (c 2 )]. C’est là un cas d’application de la remarque 111 du n° 65 . 

Gomme dans le cas du deuxième degré, le nomogramme n’a été construit 
que pour des valeurs positives de 5 , les valeurs absolues des racines négatives 
étant obtenues, si l’on veut les calculer, comme racines positives de la trans¬ 
formée en — z (résultant du changement de q en — q). 

D’ailleurs les équations trinômes cubiques rencontrées dans les applications 
n’ont qu’une racine positive, et c’est la seule dont on ait besoin ( 1 ). 

Rappelons aussi que le principe des multiplicateurs correspondants 
(n°20, 2 ° ) est ici applicable, ces multiplicateurs pour z, p et q étant X, X 2 
et X 3 . 

Remarques géométriques. — La construction ci-dessus indiquée est celle 
qui résulte de l’application normale des procédés ordinaires de la Homogra¬ 
phie. Mais il est possible ici, en utilisant certaines remarques géométriques, 
d’obtenir une construction peut-être un peu plus directe. 

L’équation ( 5 ) ci-dessus montre que le support C 3 est de la troisième 
classe et les formules (z bis) qu’il est du troisième ordre; c’est donc une 
cubique cuspidale . Aux abords du point B ( z = o), la seconde formule (z bis) 
montre que y est un infiniment, petit du troisième ordre ; AB est donc tangente 
stationnaire de C 3 et, par suite, B son point d’inflexion. La même formule 
montre aussi qu’aux abords de A(^ = x),^ est négatif de part et d’autre 
de Aw; le point R«, à l’infini sur A u est donc le point de rebroussement 
de C:djig. 9 i). 


( 1 ) On rencontre de telles équations notamment dans l’étude de la répartition des 
tôles de semelle dans les grandes poutres de pont, de même que dans la détermi¬ 
nation de la hauteur des poutres dans les travées associées. L’appropriation, moyen¬ 
nant des fractionnements convenables ( n° G4), du type ci-dessus de nomogramme à 
ces deux genres d’application, se trouve réalisée respectivement dans le Traité de la 
stabilité des constructions de J. Pillet (p. iq'j) et dans un Mémoire de 1 ). Gorrieri 
intitulé Calcolo delle sezioni resistenti per le travi assoggettate... paru en 1896 
dans le Bulletino del Collegio degli Jngegneri ed Architetti in Bologna. 
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Les points d inflexion B et de rebroussement R w de la cubique cuspidale C 3 
étant ainsi connus, l’application de théorèmes que nous avons démontrés 
naguère ( J ) conduit aux résultats suivants : 

Pour obtenir le point P de C 3 situé sur la parallèle aux axes A u et B p, menée 
par le point M de AB, il suffit, ayant tiré une fois pour toutes la droite qui 

joint le point B au point S de la courbe C 3 situé sur O y ^correspondant à la 

valeur z = et pris son point de rencontre H avec la parallèle aux axes 

menée par M, de prendre le symétrique K de H par rapport au point I 
où AU rencontre O y et de tirer BK qui coupe MH au point V demandé. 


Fig- 94- 



Si, d'autre part , la parallèle à BK menée par A coupe MP en N et si 
l'on prolonge AN de la moitié NT de sa longueur , PT est la tangente 
en P ci la cubique C 3 . 

81 . Troisième exemple . Équation de Képler ( 2 ).— L’équation de Képler 
qui lie à l’anomalie moyenne {3 l’anomalie excentrique a d’une planète circulant 
dans une orbite d’excentricité e est 

a — e sin a = [ 3 , 

les anomalies a et [3 étant exprimées en parties du rayon. Ces variables 
prennent donc toutes les valeurs de o à 2~ = 6,2832. Quant à la variable e , 
elle reste comprise entre o et 0,4. 


(') N. A., 1892, p. 386 , et 1893, p. 34 - 3 . Dans la première de ces deux Notes, p. 388 , 
deuxième ligne, au lieu de « par le point T », il faut lire « par le point I ». 

H O.ll. 
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Remarquons en outre que les anomalies a et (3 sont ensemble inférieures ou 
supérieures à tz. 

Pour représenter l’équation, posons 

(P) « = : jh p. 

(<?) P = p-2^- 

Il vient dès lors pour (a) 

(a) p 2 u -t- fJt-i sin a.p— p,p 2 x = o 


ou 

(a 


^ Pi sin a — p2 

- q J_ * 

sin a -h jjl 2 


r : 


pi p 2 a 


p t sin a p 2 


Remarquons que tant que x est inférieur à r, a? est, en valeur absolue, 
inférieur à Ô, demi-distance des origines, c’est-à-dire que le point (a) corres¬ 
pondant est entre les axes Au et Bp. 

Pour a supérieur à r», ce point serait en dehors des axes. Fractionnons 
donc le nomogramme à partir de cette valeur de a, ou, puisque nous venons 
de remarquer que x et (3 sont ensemble inférieurs ou supérieurs à ir, à partir 
de (3 = tz, pour changer le sens croissant des (2 sur Au. Gela revient, en dési¬ 
gnant par a' et (3 des valeurs de x et [3 supérieures à r, à prendre pour 


(py 


u = Pi ( 2 - — fi'), 


en conservant l’équation (e). 
Il vient alors pour (x') 


<*') 


— p 2 u -h p i si-n a'. p -h p t p 2 ( 2 7: — a' ) = o 


ou 

(a' 


x 


= S 


Pi si n x' h- p 2 

-:-7-? 

pisinx — p 2 


J = 


— Pl p2 ( 2 TC — a’) 
Pi sin a'— p 2 


On voit immédiatement que le point (x/) coïncide avec le point (a), dont la 
cote est liée à la sienne par la relation 


a = 2 TT — a'. 


Il suffit donc de construire les points (a) pour a << tz et d’inscrire à coté de 
chacun d’eux la cote 27 r — a, en plus de la cote x, pour avoir du même coup 
les points (a'). On pourra d’ailleurs, pour plus de commodité, incrire ces cotes 
en degrés. 

Sur le nomogramme de la figure 95, emprunté au Mémoire 0.11, on a 
pris p 2 = 10pi, ce qui donne les formules 


(P) 

O) 

(«) 


u = p, (j, 

p — 10 pi e, 

sin x ! o iopix 

sinx-hio' y sinx-f-10* 
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Pour obtenir Je degré de précision requis par l’Astronomie moderne, il fau¬ 
drait évidemment adopter une valeur de qui rendrait l’emploi du nomo- 
gramme peu pratique. 

Un nomogramme construit avec pi = 5o mm , ce qui lui donne une hauteur 
de 20 cm , fournit aisément l’approximation du demi-degré ( 1 ). 

Sur celui de la figure 95 , on a pris >jl 1 = io mm . 

La construction du nomogramme est des plus simples. En effet, les échelles (( 3 ) 
et (e) sont métriques. Quant à l’échelle (a), remarquons que sa projection 
faite parallèlement à Au et Bp sur l’axe AB des origines, définie par la valeur 
ci-dessus de x, est projective d’une échelle sinusoïdale. D’autre part, le fait 
que, pour e — o, l’équation donne a = [3 montre que la projection de l’échelle (a), 
faite à partir du point B sur Au, se confond avec l’échelle ([3). De là, une très 
rapide construction de cette échelle (a). 

D’ailleurs la construction de l’échelle portée sur Ox, projective de celle 
de sina, exigeant la détermination directe de trois points, ceux que l’on choi¬ 
sira ici seront évidemment ceux qui correspondent à 



pour lesquels on a respectivement 


x 


0 (point 


o _ 




X — 


a 

!-*• 1 


2 [ J .-2 


2 U-2 


X = 0 


pi — 

Pi -i- p 2 


Ue dernier point correspond à la tangente au support de l’échelle (a) parallèle 
à Am et Bp, puisque les points correspondant, sur cette échelle, à deux valeurs 
supplémentaires de a, sont sur une même parallèle aux axes. 


( l ) U 11 tel nomogramme peut encore rendre des services aux astronomes en leur 
fournissant pour l’application des méthodes d’approximation usitées pour la résolution 
de l’équation de Kepler, telles que celle de Gauss (Baillaud, Cours cl'Astronomie, t.H, 
p. qj), une valeur très sensiblement approchée qui dispense de tout tâtonnement. 


d’ocac.ne 


15 
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Remarque complémentaire. — Cet exemple particulier \a nous fournir 
l'occasion de faire voir comment on peut parfois, dans le cas d’une échelle 
curviligne, déterminer l’écartement des axes en vue de rendre aussi grand que 
possible le minimum de l’angle de l’index avec les échelles. 

Il suffit de jeter les yeux sur la figure 95 pour voir que ce minimum est donné 
par l’angle de la droite qui joint le point ( t S) coté o au point ( e) coté o, 4 : avec 
la tangente à la courbe qui porte l’échelle (a) au point coté o. 

Pour calculer cet angle, remarquons d’abord le coefficient angulaire de la 

droite qui joint le point « = 0 au point ç = 0,4^2 est égal à 


0 


D’autre part, la droite qui joint le point 11 — o au point a coupe l’axe Bp au 
point v — - 4 — • Son coefficient angulaire est donc —— dont la limite 


sin a 




2 0 si n a 


pour a = o est 


üi 
2 8 


Le coefficient angulaire de la tangente à l’origine au support de l’échelle (a) 


est donc égal à o ,5 


~ P 2 


La tangente x de l’angle que font ces deux droites est, par suite, donnée par 

0,3 p.9 


o, 1 


0,3 ;a 2 o 
o 2 H- o, 1 p.| 


8 2 


Cherchons le maximum de t. 

L’équation ci-dessus peut s’écrire 

x 8 2 — 0,3 ( u 2 8 -4- o, F t uf x =0. 
Pour que ses racines 8 soient réelles, il faut que 

0,09;ni —°, 4 ni~ 2 = 0 


ou 


-2 < JL, 

40 


Le maximum de -, indépendant de 04 et ( u 2 , ce qui est digne de remarque, 
est donc donné par 


9 


fo -°’ 474 ’ 

valeur qui correspond à un angle de 2 5 ° 22' 3oC Pour cette valeur de x, on a 

o, 3 ;a 2 


0 = 


2 - f 


o , 3 16 ;ju. 


L’écartement 28 des axes devra donc, dans cette hypothèse, être pris égal 

à o,632p. 2 0). 


O On trouvera un autre exemple au n° 123. 
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82 . Condition de représentabilité d'une équation d’ordre nomogra- 
phique 4 par un nomogramme de genre 1. — On peut se proposer de 
rechercher à quelle condition l’équation d’ordre 4 la plus générale, qui peut 
s'écrire 

11 > J 8 i a of\J a\J \-+- a>if % -~ « 3 ) -h g% 1 bofifz -h b\f\~\- b^f^ -f- 63) 

h- *+* c i/i C9/2 H- c 3 ) = o, 

est réductible au type canonique 1 E ) du’ n° 78 auquel correspond un nomo- 
gramme rie genre 1. 

Pour trouver cette condition, nous remarquons que les valeurs et 7 2 de z t 
et correspondant au point de rencontre des deux échelles rectilignes sont 
critiques; autrement dit, elles permettent de satisfaire à l’équation, quel que 
soit z z% puisque Malignement Z% Z^ est indéterminé (comme ayant deux points 
confondus). Il faut donc que les valeurs correspondantes çpt et c 2 de f t et jf 2 
soient telles que l’on ait à la fois : 

o, 
o, 

o. 

La condition cherchée sera donc donnée par le résultat de l’élimination 
de et » 2 entre ces trois équations, élimination qui se fait très aisément sui¬ 
vant la même marche qu’au n° 46 (pour l’élimination de# et je entre les équa¬ 
tions des trois cercles) et qui, si l’on représente par D le déterminant 


ai 

a 2 

«3 

bi 

b 2 

63 

Cl 

C 2 

C;i 


et par D,- ce qu’il devient quand on y remplace la colonne a,-, b e - : ci par a 0 , 6 0 , 
e 0 , conduit au résultant 

( 2) DD 3 -f D t D 2 = o. 

Telle est la relation que AI. Clark a trouvée par une tout autre voie (‘y 

M. Soreau a remarqué que ce résultant n’est autre que le discriminant A du 
premier membre de < 1 ) rendu homogène. On voit donc que ce discriminant A, 
dont on a vu le rôle essentiel dans la théorie de l’équation générale d’ordre 3 
< n° 74 y a une importance de même ordre pour celle d’ordre 4. Toutefois, alors 
que, pour la première, il y a trois cas à envisager selon que A > o, A — o, 
A < o, il n’y en a que deux pour la seconde, selon que A = o ou non. 

Nous avons, pour notre part, ajouté à ces résultats la remarque que voici : 

Lorsque cotte condition C't remplie, les valeurs critiques a > 1 et ç> 2 de fi et 


Uq y [ y 2 H - U\ Ç4 f -p2 ~é" ^*3 — 

b 0 s 1 o■> -+- b \Çi —h b.) 2 -f- £>3 = 
c„?icp 2 n- CtÇi-r- c 2 cp 2 4- c-i = 


(‘) Dans le Mémoire visé plus loin (premier renvoi du n° 83 , p. 229). 
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_ Di D 2 

?1 D 3 ’ ?2_ D 3 ’ 

d'où se déduisent les valeurs correspondantes t\ et Ç 2 de z x et z 2 . Si donc on 
se donne arbitrairement les points cotés a x et b x sur l’échelle (zj), a 2 et b 2 sur 
l’échelle (z 2 ). comme on connaît un troisième point coté de chacune de ces 
échelles, savoir le point commun à leurs supports coté Ç, sur l’une, Ç 2 sur 
l’autre, ces deux échelles sont entièrement déterminées comme projectives res¬ 
pectivement de fi et de/ 2 . 

Une fois ces échelles construites, il suffit, pour avoir un point quelconque 
de l’échelle i z 3 ), de tirer deux alignements z x z 2 correspondants. Si, par 
exemple, l’échelle (z 3 ) est conique, on en détermine ainsi quatre points, d’où 
l’on déduit ensuite tous les autres (n° 65 ). 


B. — Nomogrammes de genre deux et trois. 

83. JSomogrammes coniques de genre i pour équations d'ordre 
nomographique 3 . — Il est bien remarquable que, lorsqu’on applique 
le procédé normal de disjonction des variables, d’un emploi courant 
dans la pratique, qui a été indiqué au n° 41, à l’équation d’ordre no- 
mographique 3 la plus générale, pour laquelle, au n° 74, a été étudiée 
la représentation au moyen de trois échelles rectilignes, ce n’est pas 
sur ce mode de représentation que l’on tombe. Mettons, en effet, 
l’équation (i) du n° 74 sous la forme 

(0 Jsi^fifi B 2 /i -h Bi f 2 H- C 3 ) -f- B 3 /,/ 2 h- C1/1 -+- C 2 / 2 -+- D — o, 
cl posons, conformément au procédé de disjonction indiqué au n° 41, 

A/i/ 2 - 4 - B 2 /i -+- B ( / 2 -+- C 3 = u. 

B3./1/2 ■+■ f*i/i ■+■ C2/2H- D = v. 

Si nous reprenons les notations du n° 73, nous trouvons que le 
résultat de l’élimination de J]> entre ces deux équations peut s’écrire 

( -1 ) Ei f\ -M B 3 u — A v — Fi )/i -h C 2 u — Bi h-Gi= o. 

De même, l’élimination de/, entre ces deux équations donne 

( z 2 ) E 2 /| ( B 3 u — A <•’ — F i)fi - 4 - Ci u — B 2 c -|- G 2 = o. 

Quant au système (; :! ), on a son équation en portant simplement 
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dans (i) les valeurs choisies pour u et e; il vient ainsi 

( z z) Itfi -h C = O. 

Les équations (s t ) et (z 2 ) définissent des échelles du second degré 
que l’on sait construire géométriquement, suivant ce qui a été vu 
au n° 60 , et l’équation (s 3 ) une échelle rectiligne projective de celle 
dey 3 ; il est donc facile de construire entièrement, sans autre calcul, 
le nomogramme correspondant ( 1 ). Il convient d’ailleurs de remarquer 
que les échelles (z t ) et (z 2 ) ont un même support conique, ce qui 
implique une sensible simplification de la construction. 

Les équations de ces supports, obtenues directement (n'* 60 ), 
s’écrivent, en effet, respectivement 

( B 3 u A v — Fj ) 2 — 4 E|( C 2 n — Bi ç -h Gj ) = o, 

et 

( B 3 u — A 0 — F 2 ) 2 — 4 F 2 (Ci u — B 2 c -+- G 2 ) = o, 

et il est facile de vérifier que ces deux équations se réduisent à une 
seule, savoir 

(2) (B 3 a — Au) 2 —2H3 u -4- 2Kc 4- A = o, 

lorsqu’on a posé 

H/ = B,(F 0 —aByCy-2B A .C Æ )4- 2 ACyC A -, 
i , jy k étant toujours une permutation circulaire de 1 , 2 , > et 

K = AF 0 — ?.Bj B 2 B 3 , 

A désignant encore le discriminant du premier membre de ( 1 ) rendu 
homogène. On voit qu’ici, à l’inverse de ce qui a lieu dans le cas des 


(*) C’est en cherchant à traduire nomographiquement, pour l’usage de ses agents 
techniques, les formules d’un emploi courant dans son service que M. Wolff, ingénieur 
en chef du service des irrigations du Nil, appliquant purement et simplement le 
procédé de disjonction des variables indiqué dans la brochure 0.4 (p. 14), est tombé 
sur les premiers exemples de nomogrammes coniques. 

L étude systématique de ces nomogrammes a été depuis lors développée par M. .1. 
Clark, professeur à l’École Polytechnique du Caire, dans sa remarquable Théorie 
générale des abaques d’alignement de tout ordre (Revue de Mécanique , 1907) 
pour laquelle nous avons nous-meme écrit une préface que l’auteur avait bien voulu 
nous demander. La notion des valeurs critiques nous a permis, depuis lors, d’intro¬ 
duire dans cette théorie d’utiles simplifications, celles notamment qui se rencontrent 
dans l’exposé des n os 82 et 83 ci-dessus. 
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échelles rectilignes (n° 75), la même solution reste valable quel que 
soit le signe de A. 

La considéralion des valeurs critiques (n° 73) va d’ailleurs nous permettre 
d’amener la construction à sa forme la plus simple et, en meme temps, de re¬ 
trouver la forme canonique correspondante de I équation (n, obtenue diffé¬ 
remment par J. Clark ( 1 ). 

Si l’on représente par C le support conique commun de-* échelles ( ) et (z. 2 ) 

et par D le support rectiligne de l’échelle (z 3 ), il est clair que les valeurs cri¬ 
tiques définies au n° 73 correspondront aux points I et .1 de rencontre de la 
droite D et de la conique C, chaque valeur critique de z 5 étant associée aux 
deux valeurs critiques de Z\ et z 2 du groupe oppose au sien; autrement dit, 
Kz étant associée a et en h £3 à et Z r 2 en J. Et, en effet, avec une telle 
disposition, on vérifie, ainsi que cela doit être, que deux valeurs critiques de 
groupes différents donnent bien toujours une valeur indéterminée : par exemple, 

et Ç 3 donnent pour alignement une droite quelconque passant par J (valeur 
indéterminée pour .s* ); £j et Ç ' 2 donnent pour alignement la droite D elle-même 
(valeur indéterminée pour z s ), etc. 

Tandis que si l’on associe, par exemple, et auquel cas l’alignement se 
confond avec la tangente en J à la conique C, la valeur Ü, t qui en résulte 
pour z 3 est parfaitement déterminée. 

Ainsi, les deux valeurs critiques inscrites sur C en I et en J sont de même 
groupe: autrement dit, elles sont telles que les valeurs correspondantes çj 
et cp 2 de fi et jf> satisfont à une même équation (7 > du n° 73 . ce qui entraîne 

(3) aEjo, — F j 2 E 2 'Zo — F 2 , 

les E/, F;- ayant la signification définie à cet endroit. 

Substituons dès lors à j\ et / 2 les fonctions et £2 définies par 

,A'i = Fj, = 2 E 2 / 2 — F 2 . 

Si l’on porte dans l’équation (n ci-dessus les valeurs de f\ et /’ 2 tirées de là, 
soit 

f _ éT 1 ■+■ Fl /. g-2 -r- F 2 

J \ „ 171 ^ , / - 7 ë» 

2 Ei 2E2 

et si l’on remarque, d’autre part, eu égard aux valeurs de H, et K, ci-dessu^ 
écrites, que l’on a les relations ( 2 ) 

F y B i —2EyG/,= F*B,-h 2 E 4 X H/, 

AF/+ 2 E/B|-= K, 


( 1 ) Cette manière de faire reposer, ici et dans la suite, la théorie des nomogrammes 
coniques sur la notion des valeurs critiques, est empruntée au Mémoire 0.50. 

( 2 ) 0.50, n° 6 . 
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quel que soit i, on trouve que l’équation se transforme en 
(4) glgïgz^ Ol-f -^2 l/<3-+- h— o, 

équation où l’on a encore posé 

L ;i = AF, F 2 -+- 2B, E,F 2 + 2B 2 E 2 F 1 + 4G 3 EjE 2 , 

M 3 = BF] F 2 h- 2 Cj E 2 F,-+- 2 C 2 Ei F 2 h- 4 DE] E 2 , 

et 

A/a-t- b 3 = g-i. k/ 3 -4-h 3 =a 3 , G/ S +M s =4. 

Cette forme d’équation (4) est bien la forme canonique trouvée par Clark. 

Si l’on a effectué la réduction à cette forme, on voit que les équations (^i), 
(«2) et (5.) correspondantes, obtenues au moyen de 


u = g \gt. 


<’ = gi + g 2 


s’écrivent 

( 5 i ) 

(-2) 

(£3 ) 

be support commun des échelles (zy) et {z 2 ) a alors pour équation 


u — s?g 1 -4- g\ = o, 
u — = o, 

ug>-^vh z - 4 - 4=o. 


e 2 — 4 M 


et la correspondance entre les graduations portées sur ce support commun 
résulte de la relation 

( 5 ) - g\ = g*- 


Quant à l’échelle (ô 3 ), les fonctions ^ 3 , A 3 , / 3 s’exprimant linéairement en 
fonction de/4, son support est rectiligne et elle apparaît, sur ce support, comme 
projective de celle de f 3 . 

Si I on cherche à reformer l’équation représentée en éliminant u et e entre 
les trois dernières équations (zy ), (z 2 ) et (z 3 ), on trouve 


( 6 ) 


gz 


g\ 


~ gt 
^3 


b l 

g\ 

h 


— O, 


qui, lorsqu’on la développe, redonne bien le premier membre de (4 )- mais, 
multiplié par le facteur gy — g 2 . Cela explique que les valeurs de Zy et z 2 
associées à chaque point de C, qui doivent satisfaire à l’équation avec une 
valeur quelconque pour z s , annulent le facteur parasite gy — g 2 . 

Remarque. — La théorie précédente, pour laquelle, dans l’êqation ( 1 ), on 
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a accouplé les variables z x et z u pourrait tout aussi bien être développée si, 
au lieu de z, et z 2 . on accouplait z 2 et z 3 , ou encore z 3 et Seulemenl les 
facteurs parasites deviendraient alors 

(îE i /,-F,)-( 2 li J /,-F 3 ) 

OU 

( '>■ E3/3 — F 3 ) — (îEj/j— Fi ). 

Cela fait pressentir qu’il doit exister un mode de représentation nomogra- 
phique de l’équation ( 1 ), rigoureusement symétrique par rapport aux trois va¬ 
riables. 

M. Clark a, en effet, démontré ( 1 ) que toute équation réductible à la 
forme (4) ci-dessus est susceptible d’être représentée au moyen de trois 
échelles portées sur une même cubique. O 11 ramène d’abord, pour cela, cette 
équation à la forme canonique 

g\ g 2 gs H- £2 gigj -+- Y 2 gi -±-0=0, 

qui peut être écrite 

g! ~ Y g'ï + ï 
g\ — y £l-+- r ' 
g\ — Y gfi 0 

moyennant l’introduction des facteurs parasites 

(gi —g-i)(gî—gz)(gs —gi)-. 

Ce résultat offre un intérêt d'ordre plutôt théorique; nous ne nous y arrête¬ 
rons donc pas longuement. 

Remarquons toutefois qu’en ce cas. les valeurs critiques çy et <p"- des fonc¬ 
tions ft viennent se grouper au point double du support cubique unique, où 
celles d’un même groupe (çÇ ou (©") doivent être affectées à une même branche; 
l’alignement tangentiel défini par deux d’entre elles coupant dès lors la seconde 
branche en un point de cote bien déterminée (appartenant au groupe op¬ 
posé ). 

Fl appert de là que, suivant que à > o, A = o ou A < o, le support cubique 
a un point double à tangentes réelles (crunodal ), confondues (cuspidal) ou 
imaginaires (acnodal). 


(*) Loc. cit ., Chap. V. Ce résultat a été établi différemment par M. Soreau (en 
môme temps d’ailleurs que la plupart de ceux que M. Clark avait, en iqo 5 , commu¬ 
niqués au Congrès de Cherbourg de l’A. F. A. S.) dans son Mémoire : Nouveaux types. 
p. 17. 





REPRÉSENTATION PAR POINTS ALIGNÉS DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. ï 33 

84. Construction des nomogrammes coniques de genre 2 . No- 
mogrammes circulaires. —- Les échelles (z t ) et (^ 2 ) étant cons¬ 
truites sur la même conique C par le procédé indiqué au n° 65, deux 
couples d’alignements entre les échelles (s,) et (z 2 ) donnent deux 
points de l’échelle (_s 3 ), qu’il suffît de joindre pour avoir la droite D; 
l’intersection d’un troisième alignement et de cette droite fournit 
ensuite un troisième point de l’échelle (^ 3 ) qui se trouve ainsi entière¬ 
ment déterminée, puisqu’elle est projective d’une fonction connue f 2 . 

Etant donné que, si l’on cote les points de l'échelle (z,) ou (z 2 ) 
au moyen des valeurs correspondantes de /, ou de/ 2 , I e faisceau qui 
les unit à l’un quelconque d’entre eux est projectif d’une échelle mé¬ 
trique ( 1 ), on voit que les points de rencontre I et J de la droite D 
et de la conique C seront réels ou imaginaires, suivant que les va¬ 
leurs cp’ et ©' de /, seront elles-mêmes réelles ou imaginaires, c’est- 
à-dire suivant que A sera positif ou négatif (n° 75). 

Si donc A o, on peut marquer sur C les points I et J qui donnent 
par leur jonction le support D de l’échelle (.s 3 ). On connaît d’ailleurs 
les cotes et C, de ces points sur cette échelle. Il suffît alors, par un 
seul alignement, d’obtenir un troisième point de cette échelle pour 
qu’elle soit entièrement déterminée. 

Si A = o, les valeurs ©j et ©" devenant égales, les points I et J se 
confondent et la droite D est tangente à la conique C. 

Dans tous les cas, on pourra, suivant la remarque II du n° 65. 
ainsi que Clark l’a observé, faire en sorte que C soit un cercle, auquel 
cas le nomogramme sera dit circulaire. 

M. Soreau (-) a mis sous une forme simple la détermination ana¬ 
lytique de ces nomogrammes circulaires lorsque l’équation à repré¬ 
senter a été amenée à la fo rme ( 6 ) du n° 83. En effet, une propriété 
fondamentale des déterminants permet de changer cette forme en 


O) 


1 gt 1 + g\ 

1 g* 1 -t- g\ 

g 3 — à 3 g 3 H- h 


— O. 


11 suffit ensuite d’interpréter cette équation en coordonnées carté- 


(*) Voir le cinquième renvoi du n° 74 ( p. 204). 
( 2 ) Nouveaux types , etc., p. 16. 
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X 


siennes (n° 6*2 ) en prenant 
(Ai ) 

(-*) 

■ -~r- ^ 2 
/> 


I 

1 + £1 

I 


(« 3 ) 


rr 


A r 3 -+- éî 


y 

r 

y 


b l 


I ~ 


7 

I - - fy - 

1 • 2 

-h, 

g^h’ 


le module unique, suivant O x et O y, étant pris égal à 1. 

On voit ainsi que le support commun des échelles (z i ) et ( z 2 ) est 
le cercle x 2 -b ) - -- x — o, décrit sur le module OA de O r comme 
diamètre. 

Nous avons, de 1 notre côté < 1 ), fait la remarque que V on obtient 
l'échelle (zj) sur ce cercle en. projetant à partir du point A 
Véchelle de la jonction gt portée sur une parallèle O'A/ et O r 

( fig. 96p Soit, en effet, k l’ordonnée de cette parallèle (c'est-à-dire 


Fig. 96. 



■'XxV. x -, 

le rapport j • Si x' représente la longueur A M', également évaluée 
avec le module OA, on a 


x 


k t an g AMP - 


k 


x 


y 


— h 


b t ’ 


De là, une fois le cercle OA tracé, le moyen de marquer les 
échelles (z t ) et ( z 2 ) par projection des échelles g { et g 2 . 

M. Soreau a encore indiqué un autre moyen de construire analyti¬ 
quement les échelles circulaires ( 2 ). 


( *) 0 . 51 , n° 77 . 

( 2 ) Nouveaux types . etc., p. 34 . 



REPRÉSENTATION PAR POINTS ALIGNÉS D^NS LE CAS l)E TROIS VARIABLES. 20 7 

U consiste à transformer cette fois la forme ((>) du n° 83 en 


U) 


I — Çkgi-h (x ) 2 
, _ >x) 2 


2(À -| -4- IX) 
2 (À,AV-t- iA) 


l H- (X^'i 4- g.) 2 
n-(Xtf a -H îa ) 2 


(i — ;a 2 )^ 3 -i- aX.aAs— X 2 /*, 3 2( t u4> ; >— X/? 3 ) (i ■+■ y 2 )& 3 — 2X[jlA 3 4- X*A 3 

et à prendre 


(n) -r = 
(-s 2 ) -r = 

( - 3 ) OC = 


F — (X^i -+- -J .) 2 


‘ •(X.gi-4- 

(O 2 

1 — (A -h 

• y)- 

1. H- (X.4',>-;- 

:0 2 ’ 

. 1 — ;x 2 ) o- 3 

--f- 2 A [A hs - 

‘ I H- [A 2 ) ,y 3 

— ‘2 X [A /l;i -f- 


X 2 / 3 

X 2 /;/ 


r 

.7 

7 


2 (X <?1 + y) 

i -+- ( X A" 1 -h g.) 2 ’ 

‘A ( X ,4 r 2 ~+~ fA) 

1 ■+" ( X #2 •+■ (A ) 2 


a (fA^3— X4 8 ) 


= O 


(. I -+- JA 2 ) é"3 — 2 X fA h 3 -f- X 2 /;; 


parce qu\dors le support commun des échelles (j,) et < N ) est Je 
cercle x ' 1 -- y- ~ i. 

» 

Pour porter la graduation (A/) sur ce cerele, M. Soreau a fait la 
remarque que Fou a, en appelant w l'angle que le rayon OM fait 
avec O.r q; ), 

t»n g- = X.C7— [a, 


Fig. 97 . 



ce qui, si Fon a, une fois pour toutes, gradué un cercle suivant les 
valeurs de tang^> permet, par application d'un calque, d’obtenir 
rapidement J échelle ( z-i). 

A noire four (*), nous avons fait observer que si la droite BM 
coupe l)y en M/ et si Fon marque sur cet axe le point O tel 
que OO — ut. (mesuré avec le module OA), la formule précé- 


(*) 0 . 51 . n° 77 . 
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dente montre que Ton a O'M'c^Àgv, c’est-à-dire que Von obtient 
Véchelle ( zf) en projetant sur le cercle , du point B où ce cercle 
coupe la partie négative de O x, l'échelle de la fonction gi portée 
à partir de O sur O y avec un module égal à X OA. 

Remarquons d’ailleurs, puisque, dans chacun des deux cas ci- 
dessus, le centre de projection appartient à l’échelle circulaire à 
construire, que ces deux constructions apparaissent comme des cas 
particuliers du théorème général énoncé au n° 60 au sujet des 
échelles coniques quelconques. 

Voici un exemple d’un tel nomogramme emprunté à M. Soreau ( 1 ) : 

Pour déterminer le rapport m entre l’épaisseur et le rayon intérieur d’un 
tuyau soumis à une forte pression intérieure />, lorsque R est le maximum de 
la tension de la matière de la paroi (p et R étant exprimés avec la même 
unité, généralement le kilogramme par millimètre carré), Lamé a donné la 
formule 



qui peut s’écrire 

_ p (i+ m)- — i _ 

R " + " (i -H m ) 2 î °’ 

laquelle rentre dans le type canonique ( 4 ) du n° 83 lorsqu’on prend 

S\é r 2 ^ ~ ^3=1, à 3 E=o, 

^ _ ( t -4- mp — i 

3 ( i m ) 2 h- i 

Si on la met sous la forme (2) ci-dessus, elle se transforme en 

P ( P\- 

5 \ 5 / 

10 / 1 o \ 2 

"R \RJ 

( 1 -h rn ) - — 1 

o 2 - — - 

(i + »t) ! +i 

qui se traduit par le nomogramme représenté par la figure 98. 

Le fait, remarqué par M. Soreau, que, pour m = ce, on a p = R, montre 
qu’il suffit, une fois obtenue l’échelle ( p ), de la projeter à partir du 
point m — cc pour avoir l’échelle (R) ( 2 ). 

---—__ ___ ■ _ « ____ 

C) Contribution à la théorie et aux applications de la nomographie dans le 
Bull, de la Soc. des Ing. civils, 1901, n° 69 . 

( 2 ) On trouvera au n° 98 un exemple d’emploi de la forme (1) ci-dessus. 
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80. Nomogrammes coniques de genre 3 pour équations d’ordre nomo- 
graphique 4 . — Eu égard à la remarque de M. Fontené pour le cas où le dis¬ 
criminant A est négatif ( 1 ), on peut dire que toute équation d'ordre nonio- 
graphique 3 peut être , ad libitum, représentée par un nomogramme de 
genre o (n° 74) ou un nomogramme conique de genre i (n° 83). 

Fig. 98 . 



Si donc on se place au point dejvue delà théorie générale, on constate 
qu’en ce qui concerne l’ordre 3, l’introduction des nomogrammes coniques n’a 
d’autre avantage que de permettre une représentation purement projective 
dans le cas où A -< o ( 2 ). 


(‘) Troisième renvoi du n° 74 ( p. ao 3 ). 

( 2 ) Il convient de noter à cet égard que l’immense majorité des équations d’ordre 3 
fournies par les applications pratiques, rentrent dans le type A ^ 0, et, par suite, sont 
projectivement représentables par un nomogramme de genre o. Pour avoir un exemple 
du type A < o, Clark a dû recourir à une équation choisie exprès et non, à propre¬ 
ment parler, puisée dans la pratique, savoir 


ta n g 9, 


tang 9, + tan g 
x — tango, tang9., 


équivalente à o,-*-».,— 9,, et qui, à cet égard, fournit l’exemple le plus simple de 
l’anamorphose indiquée par M. Fontené. 
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Mais, quand il s’agit des équations d’ordre nomographique 4, l’intérêt de 
cette introduction est tout autre. Nous avons vu, en effet, au n° 82 , que, pour 
qu’une telle équation, écrite sous la forme 

0) f\fi~'~ U\fi~\- a 2 f 2 -\- «3 ) -+- A'.'i ( bo.fiji ^ b\f\ -+- l) 2 f 2 —.- b > 

•+ b,(c»fyj\ -+- Ci fi -f- C 2 / 2 -f- C:,) = O, 

soit représentable par un nomogramme de genre 1 , il faut que la relation (•>,) 
de ce n° 82 soit satisfaite, savoir celle qui, avec les notations définies à cet 
endroit, s’écrit 

1 2) DD3 —t- D] D 2 = o. 

Or, si cette expression est différente de zéro , l’équation ( 1 ), ainsi que 
Clark en a le premier fait la remarque, est représentable pai' un nomo¬ 
gramme de genre 3, à supposer, bien entendu, que les fonctions g s , h A 
soient linéairement indépendantes, sans quoi on retomberait sur le cas traité 
au n°83. 

Cet important résultat peut s’établir comme suit ( 1 ) : 

Rep résentant par A 12 , I 3 12 , C 12 les coefficients de f 9y g :i , h 9 dans (ieffec¬ 
tuons la disjonction des variables dans cette équation en posant 

* ) Cl n 11 A 1 2 o, C 1 2 p — 13 1 .> ~~ < i. 

Pour que ces équations permettent de réaliser effectivement cette disjonc¬ 
tion, il faut que les trois équations 

la) A 12 —O, R1 i — o, C 1 2 = < ) 

ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles l’étaient, on aurait 

C 12 —— l A 12 A - m R 12 , 
et, des équations ( 3 ), on déduirait 

lu -f- mv ~ 1 , 

équation indépendante de Z\ et z 2 , ce qui équivaudrait à une impossibilité. 
Or, si l’on se reporte au n" 82 , on voit que la condition d’incompatibilité des 
équations (4) est que le premier membre de (2) soit différent de zéro. 

Ainsi donc, lorsque cette condition est remplie, il suffit de porter les valeurs 
de u et v tirées de ( 3 ) dans (1) pour avoir l’échelle (z 3 ) qui, ici, est curviligne, 
puisque f 3 , g 9 , h : > sont linéairement indépendantes. 

Quant aux échelles (^1) et(^ 2 ) on les obtiendra en éliminant successive¬ 
ment f 2 et f i entre les équations ( 3 ). Si l’on pose 

« 

0 / = Ci u — a i. \ i= civ — b;. 


(') Mémoire 0 . 50 , n° 12 . 
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on voit que les équations ( 3 ) peuvent s’écrire 

fi ( Uo^t -T- U2 ) -+- U ifi -+• U :! — o, 

V 8 )-f-V,/, + V 3 = o, 

d’où, si l’on pose encore 

\V/y=U,Vy-UyV,, 

on tire, par élimination de f 2 , 

W 0! f\ "+■ ( W03 — Wj 2 )/l H- W 23 = O, 

équation linéaire en u et p, attendu que l’on vérifie immédiatement que tous 
les W ij sont linéaires en u et v. On a donc ainsi l’équation d’une échelle (si), 
et de même pour (z 2 ) par permutation des indices 1 et ■>.. 

On peut d’ailleurs facilement vérifier que les deux échelles (z\) et (z, 2 ) ont 
même support conique, attendu que, pour (z\) par exemple, on a pour l’équa¬ 
tion du support 

(W03- W12) 2 - 4 Wo,W 28 = O. 

Or, de la relation qui définit les \V,y, on déduit que 

^ 03 ^ 12 — W0 2 W 1 3 W01 W23. 

Gela permet de transformer l’équation du support en 

W 2 <0 4 - ’■ ( Woi W 23 “A" W02 W13) = O, 

qui ne change pas quand on permute les indices 1 et •>, puisque 

Wji=—W 12 . 

Si les fonctions f 3 , h 3 s’expriment par des polynomefe du deuxième degré 
portant sur une même fonction de z 3 , l’échelle (z 3 ) est elle-même conique, et 
peut, comme (^1) et (z 2 ), se construire suivant le mode indiqué au n° 65 . 

86 . Exemple : Fruit intérieur des murs de soutènement . — Parmi les 
équations rentrant dans le type (1) du numéro précédent, on peut citer celles qui 
appartiennent au type (1) du n° 42 . De telles équations sont donc représentables 
par nomogramme conique que l’on peut construire géométriquement comme 
on vient de l’indiquer. Nous pouvons, en particulier, reprendre à ce point de 
vue l’exemple traité en droites concourante^ au n° 45; mais, afin de donner 
un exemple complet du traitement analytique d’une question de ce genre, nous 
développerons entièrement la solution dans ce cas. 

Reprenons donc l’équation du n° 45 : 

( , + z ( , + P) h - 


relative au calcul du fruit intérieur des murs de soutènement. 
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Nous aurons sa représentation au moyen <ie points alignés en changeant 
simplement x et y en u et v dans les équations (/), ( p ), (h) du n" 45, ce qui 
donne 

( /) 2 ( l~ — 1 ) 11 -+- > 1(1 -H i) v — l ( l — 1 ) = oj 

( p) 2(2/) 4 - 1)11 -+- 3 (p -+- i)v — (p -f- i)('ip -+-1) = o, 

(//) hu -h v — h-— o. 

Ce sont trois systèmes du second degré, et les deux premiers ont pour 
support une même conique, d’après ce qui vient d’être vu. Les cotes / et p 
d’un même point de cette conique, considéré successivement comme apparte¬ 
nant à l’un puis à l’autre, sont d’ailleurs liées par l’équation 

p(l H- 1) -h 1 = o. 

Si l’on construit les trois systèmes ci-dessus, on obtient la disposition repré¬ 
sentée par la figure 99, corrélative de celle que montre la figure 46. 



Nous avons, à la fin du n° 45, fait ressortir les défauts de cette dernière. Ceux 
qu’offre la disposition de la figure 99 ne sont pas moins sensibles. On voit, en 
effet, que les droites joignant deux à deux les divers points des échelles (/>) 
et ( l j, prises dans leurs parties utiles, coupent cette dernière sous un angle 
très petit. Pour remédier à ce défaut, nous allons appliquer ici la transforma¬ 
tion homographique exposée au n° 61 , qui renvoie pour les formules au n° 43 . 
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Faisant varier l et p de — à i, proposons-nous.de faire en sorte que le qua- 
drangle limite formé par les points 

l — i, l = - y p = i. P — - 

■> i 

soit le rectangle des points 

» 

u — o, u = i, v = i, p = o, 


l’unité de longueur étant d’ailleurs prise égale au demi-écartement des axes. 
Nous référant aux notations du n° 43 , posons 

H ( / ) = À/l ~f- [A g\ V 1l x , 

G (p) — x/j-f- [J-^- 2 - 4 - v 

K(/î) = À/ 3 - 4 - p.£ 3 + 

et de même avec les accents prime et seconde . Les fonctions />, £7, /»,• 
étant ici 

/j = *>. — ■>, g' - 1 = 3 / 2 -+- 3 /, h 1 — — l- l, 

f t =z \p -h A, £7 = 3 /t> -+- 3 , /<2 = — ‘>/> 2 — 3 /> — I , 

/ 3 =/7. ^3 = 1» A a = — /»*, 


nous avons 

H( /) = (2 À H- 3 [A — V ) /* H- ( 3 [A -r- V) / — 2 À, 

G (p) — — 2 v P * -+" ( 4 À H- 3 [J. — 3 v)p H- 2 À -+■ 3 ij. — v, 

K ( h ) — — v /t 2 -f- À /< - 4 - [-t, 

et les équations des points (/), (/O* l/O s écrivent 

(Z) t H(/)m + H'(/)p + H//) =0, 

(p) 1 G{p)u -+* G'(/>)p- 4- G"(/>) = o, 

(A) t k(A)w-4-K'(A)p K"(/?) = o. 

Les conditions imposées au quadrangle limite donnent donc les relations 


(«) 

H'(u = 0. 

H'(i) 

= <», 

(a) 

(0 

IF (-) = ", 

\2/ 

H (;) +H ’(;) 

= «>, 

(4) 

(0 

G(i) = 0, 

G'(i) -+- G"(i) 

= 0, 

(6) 

(7) 

g(-) = 0, 

V 9 / 

G"(i) 

= 0. 

(H) 


Les équations ( 5 ) et (7) développées sont 

À 4- ( u — v = o, 

8 À -+- q p — 6 v = o, 

IG 


n’OGAGNF 
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Les équations (i) et ( 3 ) sont 


P = o, 


d’où 

( 10 ) 


6 à' — 9 [j.' — '/ = o, 


d'où 

00 


*w f t 

A ;jl v 
I O f) 

Les équations (2) et (8) sont 

1 ^= 0 , 

8V'+ 9i u"-6/ = o, 


A" ut" v" 


O 


Enfin les équations ( 4 ) et (6) sont 

(> X — 9 jjl — v -h 6 X" — 9 ;jt" — '/ = o, 

X'-hfP — v' H- X" -f- |jl" —v"=o 

ou, en tirant les X et les p. en fonction des v des équations (9), (10) et (11) 


10 V H- V — o, 
I O V ' 


3 v" = o. 


0 ou 


1 — > 


V 

10 


Prenons 


v = — 2, 


6 , 


V = -20. 


Les équations (9), (10), (11) nous donnent alors 


X = — 6, X'= — 1 . X" = 1 5, 

P = 4 , p' = o, [J- 1 ' —— o. 

Portant ces valeurs dans les expressions des H, G et K écrites plus liant 
nous avons 

H(/) = a(/ + ü)(/ + 3), 

n'( /) = i(i — 1 ) ( 2 / —-1 ), 

H"(7) r= 10(7 — !)(/-+- 3), 

G(/2) = 2 ( p — 0(2 p — 1 ), 

G'( p) — lipip 4 - i)(3 p 4- 2 ), 

G"(/7) == — 10 ( 2 /? — i)( 2 /> 4- 1 ), 

K ( h ) — 2 ( h ■ — i)(h — 2), 

K'(/i) == A ( 6 // — 1 ), 

K"(/i) = — 5AX4 A — 3); 
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d’où enfin, pour les équations des systèmes (Z), (p) et (/*), 

(l)-> (/ + 2)(/+3)tt + (/ — 1 ) ( 2 Z — I ) P -h 5 ( Z — I ) ( Z -h 3 ) = O, 

(p)i (p — Oi ' X P — l ) u ■+• (vp — 0(3// -h 2 ) p — 5(2// — l)(ip + l) = O, 

(^)a a (h — 0( ^ — 2 ) 4- Zi(6Z/ — i)p — 5 h{ \h — 3 ) = o. 

Voyons comment on peut construire ces divers systèmes qui constituent 
des échelles curvilignes ( Jlg. ioo). 


Fig. ioo. 



Echelle (Z). — On a immédiatement les points cotés i et o, 5 , qui sont, 
d’après la détermination même qui vient d’ètre faite: 

(0 11 — o, c’est-à-dire x =—î, // = o, 

(o, 5 ) ü — i, » x = — i, y -= i ; 

♦ 

puis les points cotés — 2 et — 3 : 

(—2) p = 1, c’est-à-dire x — 1, y = 1, 

{ — 3 ) p = o, » ar = i,- y = Q-. 

enfin le point coté oc : 

( 00 ) « + 2P + 5 = 0, 

L’échelle curviligne (Z), projetée successivement de chaque point (—2) 
et (— 3 ) sur une parallèle à la droite joignant ce point au point (00), donne 
une échelle métrique, et, comme on connaît les points (1) et (o,5) de ces 
échelles métriques, la construction en est des plus aisées. 

Echelle (p). — Les quatre points (Z) cotés (1), (o,f>), (—2) et (— 3 ) sont 
les points ( p) cotés ( — 0 , 5 ), ^ , (1) et (o, 5 ), en vertu de la remarque 
faite au début de ce numéro, qui se vérifie d’ailleurs sur l’équation, (p )?. 


c’est-à-dire 




y = 


5 
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Quant au point (oc), il est ici 



u 3 v — 

IO 

= o. 

c’est- 

-à-dir 

e x - 

I 

'1 

y -- 

_ 5 

2 

La 

construction sei 

a 

la même 

que 

pour 

l’échelle 

i (/), les 

centres 

tion 

étant ici 










(-o. 5 )[ 

ou 

(i = i)i 

et 

H) 

[ou ( / = 

= o, 

. 5 )]- 

Échelle (h). — Po 

ur 

l’échelle 

(A), 

on a 

tout de 

suite les 

points 

(0 

V 

= 

1 5 C 

’est-à 

-dire 

x = 

L 

y 

= L 

(a) 

I I V 

— 

25 , 

» 


X — 

, 

y 

2 5 









11 

(o) 

U 

= 

O, 

)> 


X — 

— i, 

y 

= o,. 

0 

5 u f i\ v 

== 

<>> 

)) 


X = 

8 

TV 

y 

= O, 

O) 

u -+- 3 v — i o 

== 

O, 

)) 


X = 

L 

“ y 

2 

y 

5 

! _ — • 

2 


On voit que les points (h) cotés o, i et oc coïncident respectivement avec 
les points (p) cotés — ^> i et oc. 

D’ailleurs, l’équation donnée montre que, quel que soit h , pour l — i, on a 

p — 2 h — i. 

Donc les droites joignant le point (/), coté i aux divers points (/<), passent 
par les points ( p ) cotés ih — i, ce qui simplifie grandement la construction 
de l’échelle (A), puisque, à une simple modification des cotes près, l’un des 
faisceaux qui ont servi à obtenir l’échelle (p) sert également pour l’échelle (h). 


IV. — Application de la méthode des points alignés 
à la représentation des lois empiriques. 

87. Manière de traduire certaines lois empiriques en nomo- 
grammes à points alignés. — Lorsqu’une quantité dépend expéri¬ 
mentalement de deux autres, on peut toujours, moyennant des inter¬ 
polations convenables, en représenter les valeurs par une table à 
double entrée, elle-même transformable en abaque cartésien (n° 16) 
moyennant l’inscription des valeurs relevées sur la table à double 
entrée aux divers points d’un quadrillage métrique et la jonction, par 
des lignes continues, des points ainsi pourvus des mêmes cotes. 
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Or ces lignes peuvent, de prime abord, apparaître comme des 
droites; ou bien elles s’écarteront assez peu de telles droites pour 
qu’on puisse les réduire à celles-ci; ou même il sera possible de les 
transformer en lignes droites moyennant une anamorphose graphique 
convenablement choisie (n° 28 ), voire déterminée par le procédé sys¬ 
tématique du lieutenant-colonel Lafay (Annexe II). Peut-être aussi 
les lignes d’égal élément apparaîtront-elles comme des droites sur un 
quadrillage anamorphosé suivant une certaine loi mathématique, 
notamment sur un quadrillage logarithmique (■). 

Si, par le moyen de l’un ou l’autre de ces essais, on a pu traduire 
la table empirique d’où l’on est parti en abaque à droites concou¬ 
rantes, on a déjà un premier renseignement intéressant : on sait 
que la relation qui lie la fonction £ 3 aux variables indépendantes 
et z-2 est de la forme 

/i^3-t-/ î /i3+/s=o, 

mais il reste encore à déterminer la nature des fonctions y 3 , ,g- 3 , h 3 . 
C’est ici que s’accuse un nouvel avantage de la méthode des points 
alignés sur celle des droites concourantes. En effet, cette détermina¬ 
tion exige qu’on arrive à déterminer le mode de distribution des 
éléments du système (s 3 ), c’est-à-dire, dans le cas des droites concou¬ 
rantes, l’enveloppe des droites du système (s 3 ) et la répartition de 
leurs points de contact sur cette enveloppe. Or, une telle détermi¬ 
nation, dans tous les cas assez délicate, est, en réalité, le plus souvent 
impossible. Il suffit, pour s’en rendre compte, de se reporter, par 
exemple, à la ligure 69. On voit que l’enveloppe des droites (z 3 ) 
dont la partie utile figure sur l’abaque se trouve fort loin en dehors 
des limites de cet abaque, et même, tant sont petits les angles que 
font entre elles ces droites (s 3 ) (circonstance des plus courantes dans 
la pratique) que l’on pourrait, sans que l’œil pût avertir de l’erreur 
commise, substituer à cette enveloppe un point de convergence pr\ 


p) Les exemples analogues sont tellement fréquents dans la pratique qu’on ne 
saurait d’une manière générale trop recommander ce mode de représentation aux 
physiciens. Il existe d’ailleurs maintenant, dans le commerce, du papier quadrillé 
logarithmiquement, ainsi que nous l’avons dit dens le renvoi du n° 26 . Nous tenons, 
à ce propos, à rapporter que le professeur C.-V. Boys, dont, en mai 1896. nous 
visitions le laboratoire du Collège de Science à Londres, nous disait avoir sjstéma- 
tiquement recours à ce mode de représentation qui, dans un grand nombre de cas? 
lui avait été du plus utile secours. 
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à l’intersection des deux droites extrêmes de la partie utile du sys¬ 
tème, celles qui, sur la figure 69, sonl eotées o,c >4 et 0,20. Or, en 
procédant ainsi, 011 errerait gravement. 

Que si, au contraire, on passe de cet abaque à droites concou¬ 
rantes au nomogramme à points alignés correspondant suivant le 
mode indiqué au n° 60 , ce qui donne la ligure 69 bis, le support des 
points apparaîl nettement incurvé faisant ressortir que, sur la 
ligure 69, les droites (z 3 ) prolongées, non convergentes, seraient tan¬ 
gentes à une enveloppe corrélative de ce support, ici confondu (en 
tout cas, généralement assimilable ) à un are de conique. 

Si, au lieu de conduire à un support incurvé, la transformation 
appliquée donnait un support rectiligne, l'analyse de la graduation 
pourrait se faire soit par essai de projection d'échelles usuelles (au 
sujet de la nature desquelles on peut, au reste, avoir déjà une intui¬ 
tion), soit par tracé de la ligne représentative de l'échelle ( s 3 ) (n° 3 ), 
c’est-à-dire du lieu des extrémités d’ordonnées menées normalement 
au support rectiligne et dont les longueurs soient proportionnelles 
aux cotes des points de l’échelle (:-s) par où elles sont menées. 

Si le support de (s 3 ) est curviligne, l’emploi de faisceaux projectifs 
ayant leur sommet en un point de celte échelle permettra générale¬ 
ment, par une marche inverse de celle indiquée pour la construction 
au n 1 * 65 , de déterminer la nature analytique des fonctions interve¬ 
nantes. 

Le mieux pour éclaircir le mode d’emploi de cette méthode est 
d’en donner quelques exemples. 


88 . Premier exemple : Vitesse d'un train remorqué par une locomotive 
de type connu. — Dans ce premier exemple, l’empirisme de la loi représentée 
n’intervient que dans la détermination d’une fonction de l’une des variables, 
liée aux autres variables par une formule mathématiquement déterminée. 

Il s’agit ici d’une formule, traduite en nomogramme à points alignés, par 
M. M. Begliin, ingénieur de la Compagnie des Chemins de fer départemen¬ 
taux ( 1 ). 

Soient : 

M et R„, le poids et la résistance par tonne de la machine: 

T et R; les mêmes quantités pour le train remorqué; 
r la rampe de la voie en millimètres; 

E l’effort de la machine. 


(’) A. P. C.. livraison d’octobre 1892 , p. 548. 
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On a, entre ces quantités, la relation 

E = M(R /#l H-r)H-T(R < +r). 

Pour une machine donnée, M est une constante; quant à E, R„, et R*, ce 
sont des fonctions empiriques de la vitesse V. L’équation ci-dessus lie donc 
en réalité les trois variables r, T et Y. 

Ren^irquons qu’elle peut s’écrire 

F — M( R m — R*) = (T + M)(R,+ /'). 

Si l’on pose 

E — M ( R — R / ) = F ( Y ), 

Rf=*(V), 

T -+- M = P, 

P étant le poids total du train, qui peut être pris comme \ariable indépen¬ 
dante au lieu de T, elle devient 


ou 


F(V) = P[4»(V) r ] 


F( V) 

r -r:—- 


4>( Y) = o. 


Sous eette forme, et si l’on regarde les variables r, P et V' comme Z\, z 2 et 
on voit immédiatement qu’elle rentre dans le type fju n° 78. Il suffit donc, pour 
la représenter, de poser 

(r) u = u, /■, 


ce qui donne 

( Y ) u•> u p t F( V) v -b pi p 2 <ï>( V) = o. 

Les échelles (r) et (P), respectivement portées par les axes A« et B e sont 
faciles à construire. L’échelle curviligne (V) peut également être construite 
lorsqu’on connaît empiriquement F(V) et <ï»(V), c’est-à-dire un tableau, sous 
forme numérique ou sous forme graphique (n°* 9 ou 12), des valeurs de ces 
fonctions correspondant à diverses valeurs de V. Au surplus, si les vitesses 
extrêmes entre lesquelles on applique la formule ne sont pas très éloignées, la 
fonction <f»(Y) varie peu dans l’intervalle, et, en représentant par X sa valeur 
sensiblement constante, on voit que les points (V) sont distribués sur la droite, 
dont les coordonnées parallèles sont 

i 

u = — pi X, e — o. 

Mais M. Beghin a fait la remarque que, à défaut même de la détermination 
empirique des fonctions F et d>, l’échelle (V) pouvait être construite lorsqu’on 
disposait d’un tableau d’essais. En effet, prenant des couples de valeurs de / 
et de P correspondant à une même vitesse Y, on n'a qu’à unir par des droites 
les points cotés, au moyen de ces valeurs sur les échelles ( r ) et (P). Ces 
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droites devront passer par le point coté au moyen de la valeur de V consi¬ 
dérée. Cette façon de procéder est conforme à la remarque faite à la fin du 
n° 61. Elle a, en outre, ici, l’avantage de permettre de rectifier des erreurs 



d’expérience, attendu que toutes les droites répondant au cas où V a la valeur 
donnée doivent passer par un même point. ■ 

La figure ioi reproduit le nomogramme de M. Beghin, construit avec les 
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modules t uj = i i m , ;j. 2 — 4 IIÎI ‘% pour la machine de 25* des chemins de fer corses. 

La position de l’index, tracée en pointillé, correspond à l’exemple numé¬ 
rique r = io mm , T = jo r ou P = 95 t , pour lequel on a V = 32 km . 

89 . Deuxième exemple : Vitesse initiale d'un projectile. — Cet exemple 
est emprunté à un intéressant travail du lieutenant d’artillerie Lafay (*) 
(aujourd’hui lieutenant-colonel et professeur à l’École Polytechnique). 

La charge G d’un canon dépend de la vitesse initiale Y qu’on veut imprimer 
au projectile, et celle-ci est fonction de la portée P et de ce que les artilleurs 
appellent Xangle tabulaire d>. 

Il s’agit donc, pour déterminer la charge C ou, ce qui revient au même, la 
vitesse V, de construire un abaque donnant V lorsque P et <ï> sont connus. 

Ayant remarqué que, pour de petites valeurs de d>, la relation qui unit ces 
quantités peut prendre la forme 

sin 2d» — /(V)F(P), 

où / et F sont des fonctions connues empiriquement, on est conduit, pour 
chercher à étendre cette formule à de plus grandes valeurs de d>, après avoir 
gradué les axes cartésiens Ox et Oy suivant les lois 

X — [A, F(P), 

Y = P2 sin2d>, 

à marquer sur le quadrillage ainsi obtenu les points correspondant à des 
couples de valeurs de P et de d> donnant, d’après l’expérience, une même 
valeur de V et à unir, pour chaque valeur de V, ces divers points par une 
ligne (fig. 102 ). 

Fig. io2. 



Cette ligne passe par l’origine et reste d’abord presque confondue avec sa 
tangente en ce point, ce qui explique que, pour les petites valeurs de d>, la 


(') Revue cl’Artillerie, octobre 1895. 

Le colonel Langensheld, de l’artillerie russe, a étendu aux mortiers de cèle le 
travail que le lieutenant Lafay avait réalisé pour notre canon de 1 55 long. 
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formule ci-dessus est sensiblement exacte. Mais elle ne tarde pas à s’en cea*rter. 
Pourtant, si l'on ne considère que sa portion MN correspondant aux valeurs- 
pratiques de la portée (2000 ü P 1 5ooo pour le mortier, par exemple), on 
reconnaît que l’arc ainsi limité diffère peu d’une droite qui, prolongée de part 
et d’autre, est dessinée en trait mixte sur la figure. 

On peut, avec une approximation suffisante, substituer, entre les limites 
considérées, cette droite, à la courbe donnée par I expérience, et cela pour 
toutes les valeurs pratiques de V. L’abaque ainsi défini en coordonnées carté¬ 
siennes peut, dès lors, être transformé en un nomogramme à points alignés 
ainsi qu’il a été expliqué au n° 87. 

C’est de cette façon qu’a été obtenu le nomogramme dressé par M. Lafay r 
dont la figure io3 est une réduction. 

A l’echelle de l’angle tabulaire a été accolée celle de la hausse correspon¬ 
dante, à l’échelle de la vitesse initiale celle de la charge pratique. 

Nous nous sommes borné, pour les besoins de notre exposé, à extraire du 
travail très intéressant de M. La fa y l’exemple précédent, mais ce savant officier 
a traité de même les divers calculs que soulève le tir des pièces de siège et a 
réuni tous les nomogrammes correspondants sur une même planche de 34 e " 1 
sur 38 cm , des lettres de référence indiquant la façon dont les diverses échelles 
doivent être associées. 

Cette possibilité de réunir les divers nomogrammes dans les limites d’un 
cadre étroit, par juxtaposition de* leurs échelles respectives, est un avantage 
sérieux à l’actif de la méthode des points alignés. 

90. Troisième exemple : Consommations théoriques d'une machine ci 
vapeur. — Voici enfin un cas bien remarquable, traité par M. Rateau, ingé¬ 
nieur au Corps des Mines (*), où, comme on va voir, l’emploi de la méthode 
des points alignés a permis, suivant ce qui a été indiqué au n° 87, de mettre 
en évidence une loi physique qui n’avait pas été trouvée jusque-là. 

La consommation théorique K d’une machine à vapeur dépend des pres¬ 
sions P (amont) et p (aval) entre lesquelles elle fonctionne. K s’exprime 
d’ailleurs en kilogrammes par cheval-heure, P et p en kilogrammes par cen¬ 
timètre carré. 

Guidé par l’intuition, M. Rateau a eu l’excellente idée de construire les 
lign es d’égale consommation (K) sur un quadrillage logarithmique défini par 

x = y. logp , y = u log I*, 

et il a ainsi constaté, au degré d approximation permis par l’expérience, que 
ces lignes (K) se confondaient avec des droites ( fi g. 104 ). C’était un premier 
point déjà intéressant; il en résultait que l’équation unissant les variables 1\, 
p et P est de la forme 

/(K) log/> -h 9 (K) logP -+- <k(K) = o. 


( 1 ) Annales des Mines , février 1897 . 
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Mais lorsqu’on jette les yeux sur la figure 104, il ne parait guère facile de 
reconnaître si les droites obtenues sont ou non concourantes, vu que leur 


Fig. 104. 



0,03 0.1 0,2 • 0.3< 0> 0,5 0,6 0,1 0,8 0,9 1 


Pression aval en kilograrwnes par Cm ? 


point de concours, s’il existe, se trouve fort éloigné des limites du dessin. 
Afin d’en décider, M. Bateau a eu recours à la transformation de cet abaque 
à droites concourantes en un nomogramme à points alignés, suivant le mode 
indiqué au n° 87 (*), ce qui lui a donné la figure io5. 

On voit ainsi que les points cotés (K) viennent, dans les limites au moins _ 
de l’expérience, se disposer en ligne droite, d’où l’on doit conclure que les 
fonctions f, o et précédemment laissées arbitraires, sont linéaires par 


(OU faut observer qu’on est ici dans un cas où s’applique la remarque contenue 
dans le i° du premier renvoi du n° 60. C’est pourquoi les sens croissants des . 
échelles (P) et ( p) sur la figure io5 se trouvent inverses l’un de l’autre. 


Pression absolue à Tamont en kilogrammes* oan Cm* 
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rapport aune même fonction y de K. On a donc 

f = a -h b y, 
cp —- ci —f- b y, 

^ = a" -f- b" y , 

> Pression d'amont absolue P en kilogrammes par Cm*. Œ 

| 1 '• • 1 | 1 ‘ 1 1 J 1 r ~ T 1 j 1 ‘ i j 1 1 M i j—r j T"| r j i i i j—i— i—r ; ■ j : t-t-tt — i—r i »■ | 

V ** ^ ^ o* c> o ^ X <u 

. w CP o O 



- 

- -O P P 

P 

O 

O 

O 

O 

O 


« O» - 


V 

S 

U 



Ll.l 

O 

-L-l—L,J 1 1 1 | | j 

lJ_ 

i—l, i.L. 

1-1 1 1 1 

1 t 1 ' ' 

1 1 Llo-l-jJ 

° 

I—1—J_1_1_U 


Pression aval absolue/? en kilogrammes par<Cm 1 ° 

et l’equation encore inconnue que représente le nomogranme doit être de la 


900 
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{a -+- by) log/? -+- (a 1 b’y ) logP -+- a" b" y = o. 

Pour avoir la représentation de cette équation en points alignés, en plaçant 
les points (K) entre les axes parallèles Am et B<>, on pose 

u = a log/?, c = — jj. log P, 

p. étant un module quelconque, ce qui donne 

(a -+- by)u — (a' + b' y )v ;j.(a"-t- b"%) — o. 

L’ordonnée du point que définit cette équation est 

( ur — «') H- ( 6 — />' ) y 

et, par suite, la formule qui définit l’échelle (K) sur son support, 

— p'(a"-f- b" y ) 

\\> — —----- LlL , 

(a — a ) -4- (b — b')y 

jji' étant le module dont la projection sur la direction des axes Am et Bc est 
égale a y.. 

Pour analyser cette graduation, remarquons que, dans le cas théorique où 
les pressions d’amont et d’aval seraient égales, la consommation K serait 
infinie, quelle que fût cette commune valeur P de la pression. Or, toutes les 
droites unissant deux à deux les points ( p ) et (P) de meme cote passent, 
d’après les formules qui définissent ces memes échelles, par le point 

m -+- r — o. 


c’est-à-dire par le milieu de la distance des origines non marquées A et B. 
Prenant donc le point de rencontre d’une quelconque de ces droites avec le 
support du système (K), on a le point L coté 00 . 

Si maintenant en chaque point de l'échelle (K) on élève une perpendicu¬ 
laire proportionnelle à sa cote, on obtient la courbe représentative de la 
fonction définie par cette échelle. (n° 3). Or cette courbe, qui a nécessaire¬ 
ment pour asymptote la perpendiculaire élevée en K au support EF de 
l’échelle, semble au premier coup d’œil se confondre avec une hyperbole 
équilatère. Admettant celte hypothèse, on peut, au moyen de théorèmes 
connus sur l’hyperbole équilatère, en faire la vérification graphique ( J ).; elle 
se trouve ainsi justifiée. 


C 1 ) Soient, par exemple, M et N deux points quelconques de l'hyperbole. Menons 
par chacun de ces points des parallèles aux directions asymptotiques; nous formons 
ainsi un rectangle dont la seconde diagonale coupe l'asymptote connue au centre 0 
de la courbe. Cela posé, si une droite quelconque menée par O coupe en I et en J 
les parallèles aux asymptotes menées -par l’un des points M ou X, le quatrième 
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11 en résulte que la formule définissant l’échelle (K) estMc la forme 


w = 


;K 


ce qui aura lieu, en vertu de la formule écrite plus haut, si 

b" = o 
et 

y — K. 

L’équation prend donc la forme 

(a -h b K) log/> -j- (a'-h 6 'K) log P -+- a — o, 


et comme, ainsi que nous venons de le voir, p — P doit toujours donner 
K = co , il faut, en outre, que 

b -h b' = o. 

Gomme d’ailleurs b et b' ne sauraient être nuis, car K disparaîtrait de 
l’équation, nous pourrons poser b = i, et nous voyons finalement que l’équa¬ 
tion cherchée est de la forme 

(a H- K) log/? -h («' — K) log P + a"= o. 


Portant dans cette équation des systèmes de valeurs de k, p et P donnés par 
le nomogramme, et traitant les équations linéaires en «, a\ «"ainsi obtenues 
par la méthode des moindres carrés, on trouve 

a= — o,85, a' — — 0 , 07 , a"— fi, 9 ). 


L’équation cherchée est donc, si l’on change tous les signes, 


d’où 


(o,85 — K) log/? H- (K -4- 0 , 07 ) log P — 6,93 = o, 


K = o 


8 > -+- 


6,q5 — 0 , 9 ?. log P 
log P — log/? 


Telle est l’expression mathématique de la loi suivant laquelle k dépend 
de P et p. 

Elle cadre remarquablement avec les données de l’expérience, comme 
M. Rateau le fait voir dans son Mémoire f 1 ). 


sommet du rectangle, dont les trois premiers sont M ou N, I et J, appartient à la 
courbe. On trouve ainsi que si, pour construire l'hyperbole, on a porté perpendi¬ 
culairement à EF les ordonnées y = aK, la seconde asymptote est définie par 
Y — O, î A. 

(*) On doit encore à VL lfateau l'idée d’un ingénieux dispositif qui permettrait 
de réaliser mécaniquement le nomogramme à points alignés ci-dessus ( A. F. A. S.; 
Congrèi de Pau; 189a). Supposons une masse gazeuse, de pression /?, emprisonnée 
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Le point sur lequel nous insisterons ici, c’est l’importance qu’a présentée, 
pour la recherche qui vient d’être résumée, l’emploi de la méthode des points 
alignés. C’est elle, en eflet, qui, permettant de reconnaître que les éléments 
cotés (K) formaient une série linéaire, et en ramenant l’analyse de la 
graduation correspondante à celle d’une simple échelle rectiligne, a rendu 
possible la détermination complète de l’équation qui traduit analytiquement 
la loi suivant laquelle K dépend de P et p. 


sous une cloche flottante. Les variations de p entraîneront des variations de niveau 
de la cloche, et Ton conçoit que l’on pourra déterminer le profil de celle-ci de façon 
que ces variations de niveau soient proportionnelles à log/?. Les extrémités de 
deux tiges verticales fixées respectivement sur deux telles cloches donneront ainsi, 
par leurs déplacements, les variations de log/? et de log P, et pourront, par suite, 
servir à marquer, sur les échelles parallèles de la figure io.5, les points cotés ( p) 
et (P). Si donc un fil est constamment tendu (grâce, par exemple, à deux petites 
poulies et deux contrepoids égaux) entre les extrémités de ces tiges, il coïncidera 
à chaque instant avec la position de l’index qui, par sa rencontre avec l’échelle 
intermédiaire, fait connaître la valeur de Ix. 



CHAPITRE V. 

REPRÉSENTATION PAH POINTS ALIGNÉS DANS LE CAS 
DE PLUS DE TROIS VARIABLES. 


I. — Alignements multiples et points condensés. 


91. Principe du double alignement. — Supposons que l’équa¬ 
tion F 123 . s = o soit dissociable (au sens défini au n° 49) en deux 
équations de la forme 


(E) 


(E') 


/ g h 
f\ g\ h\ 
P g 2 l> 2 
/ g h 

fs g 3 b-i 

A g* b. k 




Chacune d elles sera représentable par un nomogramme à points 
alignés, et I on voit, puisque les fonctions f\ g, h de £ sont les mêmes 
dans les deux équations, que leur échelle curviligne (£) sera la même. 


n’oCAGNE 


17 
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Par suite, les deux nomogrammes pourront être construits avec cette 
échelle en commun (Jig- 106 ). 

Si l’on se donne les valeurs de trois des variables z- 2 , z 3l z-,, les 
équations (E) et (E ) permettent de calculer celle de la quatrième, en 
plus de celle de Ç. 

Sur le nomogramme, la droite passant par les points cotés z t 
et z. 2 et la droite passant par les points cotés z 3 et s . 4 se coupent au 
point coté v 

Le nomogramme qui vient d'être construit fournira donc, dans ce 
cas, une représentation de l’équation à quatre variables considérée. 

Son mode d’emploi, pour obtenir z, tl par exemple, connaissant 
z -2 et z 3 , se réduira à ceci : 

Faire passer V index par les points cotés z { et ^ 2 , puis le faire 
pivoter autour du point où il rencontre Véchelle (Jj) jusqu ci; ce 
qu 1 il passe par le point coté Il coupe alors la dernière échelle 
au point coté z A . 

Comme, en général, on n’aura pas besoin de connaître la valeur 
correspondante de la variable auxiliaire on pourra se dispenser de 
marquer la graduation relative à cette variable; il suffira de tracer 
son support qui sera dit la ligne des pivots ou la charnière. Si 
pourtant on veut, dans chaque cas, repérer la position du pivot, on 
n’aura qu’à marquer sur cette ligne une graduation absolument 
quelconque. 

Le nomogramme ainsi constitué par l’accolemcnt de deux nomo¬ 
grammes à points alignés ayant une échelle commune sera dit, pour 
rappeler son mode d’emploi, un nomogramme à. double aligne¬ 
ment ('). 

Il est d’ailleurs bien clair que ce mode d’extension de la méthode 
de l’alignement est exactement corrélatif de celui qui a, au n° 49 , été 
indiqué pour la méthode des lignes concourantes, sous la condition 
supplémentaire toutefois que chacune des équations de dissociation 
soit du type représentable en points alignés. 

En pratique, on n’aura le plus souvent à appliquer la méthode que 
dans le cas où la charnière sera rectiligne, auquel cas, on pourra 
toujours faire en sorte que l’échelle auxiliaire ÇÇ) soit métrique, c'est- 


(*) Les nomogrammes ainsi obtenus sont désignés dans la Note 0.30 sous le nom 
d 'abaques à pivotement. 
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à-dire que les équations ( E) et (E ') s’écrivent 


I 

0 

— C 

A 

#1 

A 

A 


A 

1 

0 

_r 

s 

A 

g* 

h. 

A 

g% 

A 


— o. 


— O. 


L'élimination de Ç, immédiatement effectuée, donne alors 


A g\ 


g'i 

A 


fi g-i 


g\ 

A 

.fi gi 


§ v 

A 


A g\ 


gi 

h 2 


(>) 


M. So reau a mis cette équation sous une forme très élégante ( 1 ), 
grâce à la simple remarque que voici : la charnière rectiligne étant 
considérée comme la ligne de terre d’une épure de Géométrie 
descriptive, on peut regarder les échelles (s 4 ) et (s 2 ) comme tracées 
dans un des plans de projection, les échelles (z 3 ) et (Z',) dans l’autre. 
Les alignements (v 4 , r 2 ) et (c 3 , z A ) se coupant sur la ligne de terre, 
cela revient à dire que, dans Vespace, les quatre points (g,), (z. 2 ), 
(53), (;. 4 ) sont dans un meme plan ou coplanaires ( 2 ). Si nous 
rapportons les points de l’espace à trois axes parallèles Au, Br, Cce 
dont le premier coïncide avec la ligne de terre, on voit que les équa¬ 
tions des quatre points sont de la forme 

uf j e- vg\ H- h 1 = o, 

M /üH- v "ï +/l=0, 

llfz Tl^J+/i; t =0, 

U A + wg\ -+- h\— o, 


et, par suite 

, que leur coplanation s’ 

exprime par 



A 

gl 

0 

A 


(1 bis) 


A 

gi 

0 

A 

A 

= <>, 



A 

0 

S 3 




A 

0 

er, 

b 4 

A 


équivalente, 

par suite, à 

( 0 - 






( 1 ) Dans son premier Mémoire du Bail, delà Soc. des Ingénieurs civils, 1902 
p. 320 . 

( 2 ) On trouvera plus loin ( n° 10 !)), un exemple de réalisation effective de oorao- 
grarnme à points coplanaires. 
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Le principal intérêt de cette transformation tient à ce qu’elle 
permet d étendre à un tel nomogramme, comme M. Soreau en a fait 
lui-même la remarque, l’artifice au moyen duquel nous avons obtenu 
le transformé homographique le plus général d’un nomogramme à 
simple alignement (n° 43), en multipliant (1 bis ) par un déterminant 
non plus à neuf, mais à seize éléments. 

Nous allons maintenant examiner divers cas particuliers. 

92. Echelles rectilignes et parallèles. — Dans ce cas, l’équation 
donnée est de la forme 

(E) A + /« =/* + /*• 

On la décompose immédiatement en 

(E') /*+/*= Ç 

et 

<E') /»+/*= Ç. 

On peut construire les nomogrammes de ces deux dernières équa¬ 
tions [dont l’accolement par l’échelle (Ç) engendrera le nomogramme 
demandé] par l’un ou par l’autre des procédés suivants qui, bien 
entendu, ne sont pas théoriquement distincts, mais qui, au point de 
vue de la pratique, offrent une différence capitale sur laquelle on 
insistera plus loin. 

Pi entier procédé. — Pour représenter l’équation (E ), on peut 
poser 

(«1) «1= 

(O u = — fxÇ. 

Il vient alors pour z 2l en vertu de ce qui a été vu au n° 67, 

■*/ 

( 3 J ) « 2 = [J.2/2, 

avec 

( 1 ) - = - + 

\J-ï l J - H-i 

l’axe à 2 m 2 (fig- 107 ) étant d’ailleurs tel que 

Ag A1 [j-i 

A 2 A pi 
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ou, si l’on tient compte de (i), 


Al A a I 

- - T -i • 

A 2 A [0-2 

Représentant par et les distances des axes A, u { et A 2 m 2 à 
l’axe Au des pivots, on peut écrire 


( 2 ) 


•T* 1 _ 

^2 ~~ F 2 


(M) 

U) 


De même l’équation (E") sera représentée par 

u i = [h/z, 


u = — u'Ç, 

Fig. 107. 



ut ayant la même valeur que ci-dessus, et 

( "0 Ui V f \ j 

avec 
(3) 

et 

£3 __ us 


1 1 


m-v :-»■ 


1 

l x > 


( 4 ) 


;a 4 

On obtient ainsi la disposition de la figure io~ (*). 


(’) On a, sur cette figure, placé pour plus de clarté les systèmes (s,), (~ 2 ) 
dune part, (^ 3 ), (-î 4 ) de 1 autre, de côtes différents par rapport à la charnière. 
Mair rien n’empèche évidemment, pour réduire la largeur du nomogramme, de 
placer les deux couples de systèmes associés d’un même côté de cette charnière. 
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Les cinq modules a, jjl { , u. 2 , p. :i , p . 5 ne sont astreints à vérifier que 
les égalités (i) et (3). On pourra donc chercher à les déterminer en 
vue de la meilleure disposition du nomogramme. 

Comme on connaît les limites (') entre lesquelles, pratiquement, 
reste comprise chaque variable, on peut calculer les différences o,, * 
ô 2 , S 3 , o.j entre les valeurs extrêmes des fonctions f { , f . 2 , /' ;f , f> t . 

Si, d ès lors, on veut faire en sorte que les échelles (:•<) et (z 2 ) 
d’une part, (; 3 ) et ( z,,) de l’autre aient même longueur, on posera 

;j. ( 81 = [J.., © 2 , 

P-3 ^3 = • 

Ces deux équations, jointes à (0 et (3), permettent d’exprimer 
quatre des modules en fonction du cinquième, u par exemple. On 
trouve ainsi 

A 

0 1 — 0 > 

ix x = fl —^- -, 

û3— 

f*3 = I- 1 -?- » 

°3 

Les quatre échelles seront de même longueur si p., 8, = p 3 83, 
c’est-à-dire 


0, — 0, 

;j- 2 = p —^ 1 »■ 


P > = P 


°3 


0’ t 


11 ne reste plus qu’à choisir le module p. pour que les diverses gra¬ 
duations donnent le degré d’approximation exigé. 


Second procédé. — On pose 


C*i) 

«i = Pt/i, 

( z s ) 

"2 = [J- 2 / 2 , 

(**) 

«3 = Ps/a, 

O.) 

«V= Pv/»? 

enfin 

(0 

U = p£. 


( [ ) Théoriquement, les videurs limites de trois des variables prises comme indé¬ 
pendantes entraînent celles de la quatrième; mais, en pratique, celle-ci reste géné¬ 
ralement comprise entre des valeurs plus resserrées que ces limites théoriques, et 
qui résultent de l’expérience. 
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avec 

( 5 ) 


i _ i i _ J_ J_ 

[T [O-i [0 2 [0 3 [0 4 


Dans ce cas, la charnière est située à la fois entre les échelles (z t ) 
et (z 2 ) et entre les échelles (z 3 ) et (z /t ) ( fig . 108 ), les distances -x ,, 

Fig. 108. 



C'o 2 ) 


x 2 , x 3l x\ de cet axe aux supports parallèles de ces échelles étant 
telles que 

T* _ _ [03 
[o 2 x k [04 


( 6 ) 


Si Ton veut ici que les échelles (/,) et (; 2 ) d’une part, (z 3 ) et (/,) 
de l’autre,- soient de même longueur, il faut avoir, en appelant tou¬ 
jours 0 ,, 80 , o 3 , 8 ., les différences entre les valeurs extrêmes des 
fonctions/,, / 2 , / 3 , /' 4 , 


ce qui donne 


[Oj 0, 

= 

;o 2 8 2 , 

[J-3§ 

3 — 4 84* 

JO, = [0 

Si 

-+- O-î 

[J-s 

£0 

+ 

éO 

1 


<> y 

0[ 

— (■* > 

03 

[0 2 = [0 

0, 

-h 8 2 

[J; 

_ «3 + 


<\ y 

°2 



Les quatre échelles seront de même longueur si p, S, = p. 3 8 3 ou 

8, -+- 82 = 83 -H 84. 

Dans ce cas comme dans le précédent, si p, = p 3 et ;o 2 = p.,, on 
peut faire coïncider les supports des échelles (/,) et (/ 3 ) d’une 
part, (z 2 ) et (j,) de l’autre. Il suffit, pour cela, de placer les deux 
graduations d un même support de part et d’autre de ce support, en 
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adoptant le même côté pour celles qui doivent être associées dans un 
même alignement. 

Comparaison des deux procédés. — Le premier procédé présente 
l’avantage (surtout lorsque les deux couples d’échelles associées sont 
d’un même côté de la charnière) que les deux points dont il faut 
prendre l’alignement sont, pour chacune des deux positions de 
l’index, du même côté du pivot. Lorsque cette condition est remplie, 
on peut se servir pour l’index d’un fil tendu que I on fixe sur le pivot. 
Si elle ne l’est pas, comme dans le second procédé, on ne peut plus 
fixer le fil sur le pivot, et, pour repérer la position du pivot, il con¬ 
vient de munir l’axe sur lequel il se trouve d’une graduation 
d’ailleurs absolument quelconque. En revanche, ce second procédé 
a l’avantage de limiter la longueur de la portion utile de la charnière 
à celle de la plus grande longueur des échelles parallèles (fig- 108), 
tandis que, dans le premier cas, elle la dépassait sensiblement, à 
moins que l’on ne diminuât beaucoup la longueur des échelles P 3 Q 3 
et (Jîg- 107). 

Cette seconde considération l’emportera généralement sur la 
première. Toutefois, il y aura des cas où, pratiquement, les points 
extrêmes des échelles P 2 Q 2 , P 4 Q 4 n’auront pas à être associés res¬ 
pectivement à toute la partie utile des échelles P,Q,, P 3 Q 3 , en sorte 
que la longueur de la portion utile PQ de la charnière se trouvera 
réduite. 

Manière d'effectuer la construction. — Quel que soit le procédé 
employé, on effectuera la construction de la même manière, une fois 
qu’on aura arrêté les valeurs des modules jji,, uu, y. 3 , u, 4 . 

On commencera par tracer la charnière, puis les supports, en 
observant, pour leurs écartements par rapport à cet axe, les rela¬ 
tions (2) et (4) dans un cas, (fi) dans l’autre. 

Cela fait, on construira, tout à fait indépendamment les unes des 
autres, et seulement en vue de la meilleure disposition à obtenir trois 
des échelles, (s,), (z 2 ) et (c,) par exemple, réduites à leurs portions 
utiles P,Q,, P3Q2, P3Q3• 

Pour fixer la position de la quatrième échelle sur son support, il 
suffit de fixer celle d’un de ses points. Or il sera toujours facile, 
par une particularisation convenable, d’obtenir un système de 
valeurs a^, a® a° et a* des quatre variables satisfaisant à l’équation. 
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Dès lors, la droite, joignant les points cotés a° et aj, coupera la 
charnière en un point, et la droite, unissant ce point au point coté a!j, 
coupera le support de la quatrième échelle au point où devra se 
trouver la cote Ce point suffira pour déterminer la position de 
cette dernière échelle. 

93 . Exemples. — Nous allons donner des exemples de l’un et de 
l’autre procédé. 

i° Poutres uniformément chargées. — Si une poutre à section rectan¬ 
gulaire de largeur b cm et de hauteur h cm supporte une charge uniformément 
répartie q ks par centimètre courant, sur une portée // m , on a, entre ces 
quantités, la relation 

qp •> . b h 2 

/tétant la limite de travail admise pour le bois par unité de surface (par 
exemple j 5 Us par centimètre carré). D’ailleurs, la valeur commune des deux 
membres de cette égalité est le moment de flexion de la section la plus 
fatiguée. 

Posant 


nous pouvons écrire cette équation 

. -+- 2 log/j — logù H- i log/i -f- log/q. 

Prenant donc 

fi = log q , f,= ‘2 \o<-p, / 3 = lûgù, /v= 2 logA-h log/c,, 

nous aurons, par application du premier procédé, le nomogramme à double 
alignement correspondant, on posant 

"i = pJog?, 

Ui = — p â log/?, 
u :i = p 3 logé», 

= — pv(a lo g A H- logAq ), 

i i _ i i 

P 2 Pl PV P 3 

Pa figure 109 donne la réduction aux * environ du nomogramme construit 
d’après ce procédé par M. . 1 . ÎMandl, lieutenant du Génie dans l’armée autri- 
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chienne (*), avec les module* 

IM = 7 e "': 5, pt* = 4 cm , 7», P» =• i‘A cm , 7: IM = 6 cm , 35. 

Les échelles graduées sont alors définies par 


(?) 

ft 1 = 

— tin r 
/ ’ } 

x Iog?7, 

(p) 

U2 — 

- 44 

X log p. 

(b) 

u 3 — 

i2 ,,n , 7 

x logé», 

(h) 

«v = 

i‘2 <in , 7 

x logé» 


On peut d’ailleurs, pour la ehiUraison des échelles (p) et (q), adopter 
comme unités le mètre et la tonne par mètre, comme cela a lieu sur la 
figure 109, ce qui revient à écrire l’équation représentée sous la forme 


12 jooqp* 


k 


bh 2 
6 


Si l’on se reporte à la manière d’effectuer la construction indiquée à la fin 
du n° 93 , on verra qu’il est inutile de calculer le terme constant du second 
membre de cette dernière formule. 

M. Mandl a complète ce nomogramme ( 2 ) par un dispositif ingénieux, qui 
permet de déterminer b et h en vue de rendre la section de la poutre semblable 


à un rectangle donné. Posons 


- -X 
h ~ A * 


Nouv avons alor 


logé? — log/î = logA. 


Or, si nous faisons un changement d’origine sui' l’axe A4 11 ^, et si nous 
remettons o 3 à la place de i2 cm ,7, nous pouvons écrire les formules définissant 
les échelles ( b) et (h ) 

U 3= {2 3 Iog6, 

ll\ ~ — P-3 log/t. 


( f ) Mitthcilungen iiber Gegenstànde der Artill.-u.-Genie-Wesens , i8<j3. La dis¬ 
position de la figure 109 suppose le sens positif pris du haut vers le bas. 

(*) Sur la charnière, l’auteur, d’après la remarque faite plus haut, aurait pu 
inscrire les \aleurs du moment de flexion. Il a préféré, avec juste raison, inscrire 
les numéros d'échantillons des fers du commerce, de type courant en son pays, qui 
donnent ce moment de flexion. La graduation de gauche se rapporte à des fers à 
double T, celle de droite à des fers à U. L’index tendu entre le point coté q et le 
point coté p venant rencontrer la charnière en un point, il suffit, sur chaque gra¬ 
duation, de prendre le numéro inscrit au-dessus de ce point pour savoir quel est le 
type de fer correspondant à adopter. Pour l’exemple numérique indiqué en poin¬ 
tillé (p = q — oh 44 ). on a le choix entre le fer à double T n° 16 et le fer 

à L ii° 30 . Les fabricants de poutre en fer devraient ^joindre un nomogramme de ce 
genre à leur album d’échantillons pour tous les types de section. 
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Nous voyons donc que, pour les couples de valeurs satisfaisant à la relation 
ci-dessus, nous aurons 

u<l -h m v = a 3 logX. 

Celte équation définit un point (X ) situé sur la parallèle équidistante des 
axes Â 3 u 3 et A \U^. Donc , pour que la section ait la similitude définie par 
une certaine valeur de X, il suffira que l'index passe par le point (X) 
correspondant. 

Ayant tracé la parallèle équidistante des supports des échelles (b) et (h), il 
n’y a qu’à joindre par une droite les points cotés & 0 et h {) , tels que 

K ~ X />o, 

pour avoir sur cette parallèle le point (X) correspondant. C’est ainsi, par 
exemple, que les droites joignant le point (h) coté 20 aux points (b) cotés i5 

3 

et 20 donnent les points A et B correspondant respectivement à X = - et X= 1. 

Les lignes pointillées de la figure 109 montrent les positions de l’index pour 
l’exemple numérique p = 4 r ",6o, q — o f ,4 C 

Pour X = on a b = h — 2> cm , 

4 

Pour X = 1 » b = h — 21 tm . 

2 0 Ecoulement des gaz par des tuyaux. — M. F. Gaud a reconnu que 
l'écoulement des gaz dans les tuyaux obéissait à l’équation (•) 

h D 5 = 1 655 AQ 2 , 
où 

h représente la perte de charge kilométrique exprimée en millimètres d’eau; 
D le diamètre du Tuyau en centimètres; 

A le poids du mètre cube de gaz en kilogrammes; 

Q le débit horaire en mètres cubes. 

Pratiquement, d’ailleurs, 

h reste compris entre 0,1 et 3oo, 

o ,5 et 2/5, 

0,08 et 3 , 
o,oo 5 et 100. 

Ecrivons d’abord l’équation ci-dessus sous la forme 

log/i -f- 5 logD = logA -h 2 logQ -i- iog 1 655. 

D’après la remarque faite plus haut, il n’y a pas lieu, pour la construction 
des échelles, de tenir compte de la constant©. 


D 

A 

Q 


(') Bull ojf. de la Soc. techn. de VAcétylène , 2* année, p. i 36 ; 189,S. 
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Nous poserons donc, suivant le second procédé, 


h) 


u r = 

Pi log/i, 


(D) 


m 2 = 

p2 5 log D, 


(A) 


— 

P3 log A, 


(Q) 


«4 — 

Pi 2 log Q. 


Nous 

avons d’ailleurs 





«1 = 

log 3 oo 

« 

- 3 , 47 , 


82 = 

5 (log a 5 

— logo, 5 ) 

= 8 , 49 , 


0 3 — 

log 3 

— logo,08 

= 1, > j , 


IN 

Ov = 

2( log IOO 

— logo,oo 5 ) 

= 8,60. 


Par suite, 

<$i H- o 2 = il ,96, 
83 H- 84 = 10,17. 


Ces deux quantités étant peu différentes l’une de l’autre, les longueurs des 
échelles, supposées égales pour chaque couple, n'auront elles-mêmes, entre 
elles, qu’une petite différence. 

L’égalité rigoureuse pour chaque couple exigerait que l’on eut, d’une part, 


de l’autre’ 


Pt 


1 1,96 


3,4 


~P> 


10,17 

^= 775 ^’ 


l [ 29 g 
8,49 


P, 


Pi 


10,17 

8,6 


u. 


Ces divers rapports sont voisins des suivants : 


7 7 

pl 2 P> P2 — r P, 

_ r 6 

P 3 h p, p..v — ^ O-, 


qui satisfont, en outre, rigoureusement aux égalités nécessaires 


I - _L _L _ 1 _l_ 1 

P Pi P 2 P 3 ‘ Pi 

Si on les adopte, on obtient les longueurs d’échelles voulues pour Je degré 
d’approximation qu’exige la pratique en prenant 

p — 20 mm , 

d’où 

Pl = 7° mm , P 2 = 28 ""“, p :i =1 1 20 mm , Pi = 9 . 4 ram 
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Les échelles sont dès lors définies par 

(h) U[— 70 ninî log/i, 

( D ) u 2 — 14 o mm log D, 

(A) m 3 = I20 ,nm log A, 

<Q) a* = 48 " n " logQ, 



et leurs longueurs sont données, au millimètre près, par 

Li = 7o mm (log3oo — logo, i ) — 238 mm , 

L 2 = 1 4o mm (log 2 .) — logo, 5 ) = 23S n;m , 

L 3 = ï 2 o ,nm ( log 3 — logo,o8) = i 92 mm , 
L; = 48 nun (logioo — logo, oo:> j = 2o6 mm . 


On voit qu’elles diffèrent peu les unes des autres. 
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Les distances a?i, a? 2 , #3, #4 de ces échelles à l’axe des supports devront 
être telles que 

fi _ £ £3 _ 5 

a?2 2 ^'4 

Pour que l’index rencontre les axes sous des angles qui restent sensible¬ 
ment compris entre 45 ° et 90°, il faut que les écartements des échelles (h) 
et (D) d’une part, (A) et l’Q) de l’autre, diffèrent peu de la longueur des 
échelles. On atteint ce résultat en prenant 

cc\ = 1 3 cm , = > om , 2, cc s = 1 5 cm , ^4 = T !,n . 

C’est avec ces données qu’a été construit le nomogramme dont la figure 110 
est une réduction. 

Les deux positions de l’index marquées en pointillé sur la figure montre 
que pour h = 2,3, D = 4 * 6 , A — 1 ,5, on a Q = 1,•>. 5 . 

94 . Composition des échelles parallèles. — On peut rattacher 
aux types de nomogrammes qui viennent d’être étudiés ceux que l’on 
obtient par ce que l’on peut appeler la composition des échelles paral¬ 
lèles. Voici ce qu’il faut entendre par là : 

Soient trois échelles à supports parallèles A, a ,, A 2 t/2? A 3 // 3 
(jig. 1 1 1 ), définies respectivement par les formules 

(**1) «i=Pi/i, 

O2) «2— \ x ifï' 

(Zi) U 3 =U . 3 f: t . 



A, A 12 Aj A, aâ A 31 A 2 j A3 


Traçons trois nouvelles échelles A 12 ^ \ 2 ? ^ 2 3 W 2 3 9 A 3j m 3 , parallèles 
aux premières, telles que 

A1A12 Pi A 2 A23 p2 A3 A 3 ^ 

A2A12 P 2 V 3 A 23 p 3 AjA 3 i 


P 3 

-J 
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U 7 ^ 


et définies respectivement par les formules ( ' ) 


(-s t2 ) 

(- 323 ) 

(-* 3 l) 


«i2 = [a^yiï, 
« 23 = \*-ïifîi, 
U il — [J-sifuj 


les modules p,. 2 , ;ji. 23 , p 31 étant liés aux précédents par les formules 


tant 

liés 

aux p 

r 

r 

1 

■- ' 

= ■— 

H-» 

H-12 


N 

[ 

1 

i 

- : 

= — 

H-> 

H- 23 

IM 

1*3 

T 

1 

I 

1 - _ * 

l* 31 “ 

P -3 

-y— • 

[-*! 


D’après ce qui a été vu au n° 67 , les cotes j )2 , 3 23 , ; 3 , des points 
obtenus sur ces échelles en prenant des alignements entre les points 
cotés 3,, z-2, ^3 sur les trois premiers axes, seront telles que les équa¬ 
tions 

f l +/» ~ f l ii 
ft~^~ fi — fl-'. ■ 

/ 3 -h/i=/»i 

seront satislaites. 

Mais, en outre, d’après ce qui a été vu au n° 08, les points M, 2 , M 23 
et M 3 , sont les barycentres des points M t , M 2 , M 3 pris deux à deux 

et respectivement affectés des coefficients — * — • Par suite, les 

H-l [A 2 [J.3 

droites M 12 M 3 , M 23 M, et M 31 M 2 passent par un même point M, 23 
qui est le barvcentre des trois premiers points. Ce point M <23 se 
trouve donc sur une parallèle aux axes menée par le barycentre A 123 
des points A,, A 2 , A 3 respectivement affectés des coefficients 

— , — » — et à une distance w, 23 du point A,o 3 telle que 

f*l l x i r 1 

UIji _ l J± , l J± l fi 
M-l (J-î 


le module p. (23 étant défini par 

1 _ 1 1 

[-*•123 [-*1 H- 2 


I 

[V 


( l ) Les doubles indices ont ici une autre signification que dans notre notation 
générale, mais aucune confusion n’est possible, leur définition dans le cas présent 
étant parfaitement claire. 
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Si clone on porte sur l’axe A, 2;t w, 2 3 l’échelle (^ l23 ) définie par la 
formule 

( S 123 ) «123 — P123/123, 

on voit cpie les valeurs correspondantes de z ,, z->, ; ;t et ; ( 2 .1 satisferont 
à l’équation 

f\ -+-ft ■+■ A — f \ 2 3 > 

et l’on peut remarquer cjue si l’on donne trois des sept variables z K , 
z -n ^127 ^1*37 ^;ii 7 ^1237 il suffit de prendre quatre alignements pour 
obtenir les quatre autres. 

Tel est le principe de la composition des échelles parallèles énoncé 
par le commandant du Génie (depuis lors colonel) Bertrand dans le 
M émoire d’où est extraite l’application qui suit. 

Il suffit d écrire z.^ au lieu de ^, 2; , et de poser /‘ l23 =: — f A , pour 
que l’équation précédente prenne la forme 

/1 A -H f i -H A = o. 

On retombe ainsi, à une variante près dans la notation, sur le type 
envisagé au n° 93 . Une généralisation évidente montre qu’on pourra 
de même obtenir ainsi la représentation des équations de la forme 

A H - A +A + * • •*+" fn — °- 

Il va sans dire que, dans le cas où l’on n’aurait pas besoin de consi¬ 
dérer les écpiations obtenues par le groupement des échelles deux à 
deux, trois à trois, ..., il serait inutile de graduer les échelles résul¬ 
tantes correspondantes. 

Exemple : Distributions d'eau. — Ce nomogramme est celui à propos 
duquel le comniandant Bertrand ( J ) s’est trouvé amené à énoncer le principe 
ci-dessus. 1 ' l’a établi en partant des formules de M. Flamant!. 

Soient : 

/ la longueur de la conduite, 
d son diamètre, 


(') Description et usage d'un abaque destiné à faciliter la solution des pro¬ 
blèmes relatifs à la distribution des eaux (Rerue du Génie militaire, t. VIII, 
p. t { 7 5 ; 189^). 

Le Mémoire a été tiré sous forme de brochure à part misé en vente à la librairie 
Berger-Levrault. 


d’ocaone 


18 
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q son débit, 
h la perte de charge, 
i la pente de la ligne de charge, 
p la paissance de la conduite, 
r sa résistance, 
u la vitesse, 

e la variation de prix (*). 

Entre les sept premières de ces quantités, on a les équations 


0 

T lo g '7 — !og/< = - 
1 

- log' - , 

(■;•') 

— log/i -i- log/ = - 

- log/, 

( 3 ) 

n 

log / H- -7 log q = 

4 

log/?, 

( 4 ) 

■7 h>g q — log/? -b log/ = 

— 1 o g d '— C , 


i 4 


G étant une constante numérique. 

Ces quatre équations permettent de calculer quatre des quantités qui y 
entrent en fonction des trois autres. On voit immédiatement qu’on peut 
appliquer 
prenant 


p U ! S 


leur ensemble 

le 

principe de la 

composition des 

zi= 

?» 

/?, 

Z:} = /, 

Z j 9 

r. 

z -n ^ /• 

- n " 7 b 



î- 12 3 == d, 


/i= jr lo gq, 


/>-- log/*? 

/a = log G 

f n ~ — loge, 


— logy, 

/si — log/>, 


C 

fi 23 — “ log d - 
4 

-G. 


Enfin l'auteur a choisi pour les modules les valeurs 




P-2 = fJ-S 


(•en 


Le nomogramme ainsi obtenu par le commandant Bertrand est celui que 

représente la figure 1 12, avec une réduction d’un peu moins de ^• 

Vu diamètre d et à la résistance r sont respectivement liés la section s et 
le débouché 0 par les formules 



izd ' 2 




( 0 Pour la définition de ces termes divers, se reporter à la brochure du commandant 
Bertrand. 


Fi 






































































lO millimètres I Millimêtnbaj!'/ i Centimètres i Décimètres 
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Il suffira donc, pour avoir ces nouvelles quantités, d'accoler aux échelles ( d ) 
et ( r ) déjà construites des échelles (s) et (0) établies ainsi qu’il a été dit 
au n° 11 . Ces échelles se trouvent sur la figure 112. On voit, en outre, que 
l’échelle du débit a reçu une double graduation suivant que l’unité admise est 
le litre par seconde ou par minute. 

Il convient de remarquer, en ce qui concerne l’inscription des graduations, 
l’innovation introduite par l’auteur et qui consiste à donner en toutes lettres 
l’indication de chaque ordre décimal, ce qui fait qu’il suffit d’inscrire un seul 
chiffre en face de chaque point. 

95. Echelles rectilignes non parallèles. — Les équations qui 
viennent d’être représentées, à titre d’exemples, au numéro précé¬ 
dent, sont de la forme 

AA =AA- 

Il a suffi de prendre les logarithmes des deux membres pour leur 
donner la forme voulue, mais elles peuvent, sans subir cette trans¬ 
formation, être représentées par double alignement. Si, en effet, on 
appelle Çla valeur commune des deux membres de cette équation, on 
peut représenter les équations 

AA=^ 

AA = S, 

en posant, d’une part, 

u = u:ç, 
u i — l x ifu 

de l’autre, 

u — fC, 

u s — P3/31 

et faisant coïncider les échelles (£). 

Exemple : Nivellement barométrique ('). — La différence de niveau Z, 


(‘) Cet exemple est emprunté à l’excellent Ouvrage de M. Prévôt : La Topogra¬ 
phie appliquée aux Travaux publics (Ouvrage faisant partie de la Bibliothèque 
du Conducteur des Travaux publics; Dunod, éditeur, 1898). Le nomogramme ici 
reproduit figure sur la planche jointe au Tome t. 

M. Prévôt a également construit, pour la détermination du poids des cordes filées 
employées dans les instruments de musique, un remarquable nomogramme à double 
alignement rentrant dans le type du n° 96 , et s’appliquant à une équation assez com¬ 
pliquée. M. Gustave Lyon, directeur de la maison Pleyel-Wolff, qui a fait constam¬ 
ment usage de ce nomogramme au cours des études qui l’ont conduit à l’invention 
de la harpe chromatique, a, dans une conférence faite le 24 février 1897, devant le 
Groupe parisien des Polytechniciens, déclaré qu’à son estime, ce nomogramme lui a 
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en mètres, entre deux stations voisines, est donnée approximativement par 
la formule 


Z 


— iG 000 




aU'-h /') "| h — h 
1000 Ji H - h 


où h et t désignent la hauteur barométrique exprimée en millimètres et la 
température en degrés centigrades à la station supérieure, h' et t' les mêmes 
quantités à la station inférieure. 

Posant 

—'= 0 , h-h'=z, - ± - 

2 2 

on peut écrire cette formule 

Z __ 8000 -h 3 2 6 
s m 


Appelant Ç la valeur commune des deux membres de cette équation, quan¬ 
tité qui représente la différence de niveau correspondant à une différence de 
pression de i mm , nous poserons, comme il vient d’être dit, 

(O U = ,uÇ, 

(Z) «i=pi Z, 

( 6 ) = P 3 ( Sooô 4- 3 2 0 ). 

Les échelles (e) et (m) seront alors définies respectivement par 


Pi sm— pMi= o, 


ou, en désignant par la demi-distance des origines A et A,, 


(O 

et 


x = o, 


P H- Pi ^ 
P — Pi 5 


p 3 ma — [J.a 3 = o, 


ou, en désignant par § 3 la demi-distance des origines A et A 3 , 


(m) 


x = 


^ fx -t- U 3 m 
0 ;{ - . 

P — P 3 m 


La figure 11 3 reproduit le nomogramme ainsi construit par M. Prévôt : 

X mm 

1° avec les modules p = io mm , p 1 = o mm ,i, ;x 3 =-; 2 0 avec les mêmes 

120 

modules u et ( u 3 et le module pi = o" im , 5 . 


bol gagner environ les onze douzièmes du temps qu’il eût dû, s’il en avait été privé 
consacrer au calcul numérique. 

A ce type de nomogramme se rattache aussi celui construit par M. G. Pesci pour 
le jaugeage des tonneaux {G. C.; t. XXXV; 1899, p. 40 . 

On trouvera plus loin un autre exemple (n° 114 ). 
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Les deux nomogrammes ainsi obtenus ne diffèrent que par leurs gradua¬ 
tions (L) et ( î ). Les deux graduations distinctes relatives à un même axe 
sont placées de part et d'autre de cet axe, ce qui, en l’espèce, est d autant 
plus commode que les points de division sont les mêmes d’une graduation 
à l’autre, et que seules les chifïraisons dînèrent, l’une étant quintuple de 
l’autre. 

Pour qu’il u’\ ait aucune hésitation dans la façon de lire ces graduations, 
celles qui doivent être associées dans la seconde position de l’index ont été 

munies'de chiffres soulignés ( 1 ». 

Fig. ii3. 



Les deux positions de l’index, tracées en pointillé sur la figure, se rap¬ 
portent à l’exemple numérique pour lequel on a 

h = 722""“, 6, h' - C(jb nv ", 3 , t = i V, 2, t' = i2°, 

d’où 

e = 2 i uim , 3 , ni = 7 io mm , 4. 6 = i 3", 6 . 

Le nomogramme, pris avec ses graduations soulignées, donne 

Z = 2 e 8”. 

( l ) Nous répétons qu’en pratique il rst bon d'effectuer les distinctions de ce genre 
au moyen de couleurs différentes. 
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On aurait pu, pour la disposition des échelles de chacun des deux itonrio- 
gra mines juxtaposés, appliquer ici ce qui a été dit au n" 72 . 


96. Echelles curvilignes. — Parmi les équations rentrant dans le 
typé général (i) du n° 92, celles qui se rencontrent le plus souvent 
sont de la forme 


(K 


f 1 gl “+• fi = fà Pi *+- fi 


Désignant par Z la valeur commune des deux membres de celle 
équation, on aura à représenter simultanément les équations 


( K’ ) 

( E" ? 


f\ — C- 
/t^v-4-/v= C- 


Pour la première, on pose 


(2) 

Oi) 


c — — pi f \, 


ce qui donne pour les points (z->) 


Pi e p g-> c = ppi/j 


ou 

( Z-i ) 


X 


> [ J -é r 2— Pl 

O -» 

pps-î- Pl 




PPI ./-2 


PS r i+ Pi 


Pour la seconde. 


(O 

(V> 


U — >xC, 




ce qui donne pour les points ( c . ) 


p-:i U H- PP; c — PP 3/4 


OU 

('G ) 


X = O 


P PP — P 1 
ppà-t- P;s 


r 


PPi,/; 

P P;-H P 3 


Il est, bien entendu, nécessaire de faire coïncider les échelles (T) 
des deux nomogrammes partiels, dont la graduation n’aura d'ailleurs 
pas à être marquée, et dont le support constituera la charnière. 

Quant, aux échelles ( 3 , ) et (- 33 ), on pourra leur donner le même 
support en prenant le même axe des v dans les deux cas. Les gradua¬ 
tions correspondantes n’auront alors qu’à être portées de part et 
d’autre de cet axe. 
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Exemple : Vitesse d'écoulement de l'eau dans les canaux décou¬ 
verts (*). — La formule donnée par M. Bazin est la suivante : 

8-/HÏ 

U - -- y t 

n- 4 = 

v 7 u 

où U désigne la vitesse moyenne en mètres, R le rayon moyen en mètres, 1 la 
pente, y un coefficient numérique qui dépend de la nature de la paroi. 

Elle peut s’écrire 

7 1 S? y/T 

K U 


Sous cette forme, on voit qu elle rentre dans le tvpe(E) ci-dessus lorsqu’on 
prend 

Z 1=7, = R, ~4 = U 

et 


A = ïi 

fi = 87 f\, 


T 




A 


y/R 

A - o. 




d’ètre vu, 

par les formules suivantes : 


(y). 

V — - 

Pi Y’ 

(R) 

^ y- — y- 1 R 

x = c -- , 

p h- [J., R 

^ P - 4 - Pi R 

i) 

v = — ;j. :t 

87 4 , 

(U) 

-, y — P 3 U 

X = 0 --!- r 

p -h p 3 h 

s# 

II 

0 


Les échelles (7), (I) et (U) sont rectilignes. L’échelle (R) a pour support 
la courbe dont l’équation, obtenue par élimination de R entre les for¬ 
mules (R), est 


(») 


x 2 -+- 


4 S 2 


y-y-> 


JK 2 = AL 


La construction de cette ellipse est bien simple. Considérons ( Jlg. 114) le 
cercle qui, rapporté à Ox et à la perpendiculaire O y élevée en O à cet axe, 
a pour équation 

C’est le cercle décrit sur AB comme diamètre. Pour une même abscisse x . 


( ) 0 . 30 . 
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on a, entre l’ordonnée^' du cercle et l’ordonnée^ de l’ellipse, la relation 


(2) 


Y — 



Donc, réduisant l’ordonnée PM' du cercle dans le rapport 


, ce qui 


donne PM", on n’a qu’à faire tourner celle-ci en PM de façon à la rendre 
parallèle à O y pour avoir le point correspondant M de l’ellipse. 



Il ne s’agit, en somme, là que d’une simple transformation affine, la cons¬ 
truction du point M courant reposant sur la remarque que toutes les 
droites MM' sont parallèles entre elles. 

Les expressions ( R ) et (U) de x montrent en outre que les cotes R et U des 
points M et P sont liées par la relation 

( 3 ) ' piK=p 3 U. 


Le nomogramme, dont la figure 11 5 est une réduction, a été-construit avec 
les modules 

jA = 8 mm , 1 m = 32 mm , p 3 = 8 rom , 

la demi-distance des origines A et B étant 

ô = 4o mm . 


En outre, l’échelle (U) étant d’abord supposée s’étendre de A (cote oc) 
à B (cote o), on a, conformément à la remarque qui termine le n° 72 , p ri s 
l’axe AB des origines incliné à Go° sur la direction des axes A u et Bp. 
L’échelle (y) est alors donnée par 
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B A 

C’est une éehelle métrique faciie à construire ( 1 ). Elle a été 
gauche de l’axe Br. 


portée sur le côté 



L’échelle (I), portée sur le côté droit, de I = o,ooot à 1 = o,oi T est définie 
par 

c = —/l. 6()6 m,, ‘. 

L’échelle (U ), portée par l’axe AB des origines, est définie par 

.r -= - - do'""'. 

i -h l 

C’est une éehelle homographiquc bien facile à construire par projection d’une 
échelle métrique (n° 7 ), puisqu’on en connaît immédiatement trois points 
qui sont le point A coté oc, le point B coté o et le milieu de AB coté j. Il suffit 
d’ailleurs de prendre les valeurs de v entre o, t et 5 . 

Pour eu qui est de l’échelle < R), on commencera par tracer l’ellipse qui lui 


(') Les seules valeurs de 7 à considérer sont, d’après M. Bazin : 

o.ofj. — Parois très unies (ciment, bois raboté, etc.). 

o,iG. — Parois unies (planches, briques, pierre de taille, etc.). 

0,^6. — Parois en maronnerie de moellons. 

o. 85 . — Parois de nature mixte (terres très régulières, perrés, etc.). 
i, 3 o. — Parois en terre dans des conditions ordinaires. 

1,75. — Parois en terre d’une résistance exceptionnelle (galets, herbes, etc.). 
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V 

sert de support eu remarquant qu'ici le rapport de réduction qui entre dans 
les formules (2) est 

\!3 X 3 2 t 

4 O ~ 5 * 

Lue fois ce support construit, ou a immédiatement l’échelle ( U) en remar¬ 
quant (jue, d après la formule ( 8), qui donne ici 

4 K = U, 


on a la projection de l’échelle (B ) sur -AB, faite parallèlement à À u et Br, eu 
divisant par 4 les cotes de l’échelle ((J). 

M suffit de prendre les valeurs de H entre o,2 et 5 . 

C est ici I axe A u qui sert de charnière. Pour savoir quelle est sa longueur 
utile, il suffit d’assoeier la plus grande valeur de y(y = 1,78) à la plus petite 
de B( R = 0,2). Ou trouve ainsi un peu moins de 8 e " 1 ,8. 

Les positions de I index tracées en pointillé sur la ligure 1 1 5 correspondent 
à I exemple numérique y = i, 3 , B = 1,6, I = 002, pour lequel le monogramme 
donne U = 2"', 


97 . Représentation des équations à quatre variables d'ordre uomogra- 
phique 4, par double alignement. — Si les quatre échelles d’un mono¬ 
gramme à double alignement sont rectilignes, les trois fonctions//, g,-, /^-cor¬ 
respondant à chaque variable Z/ sont linéairement dépendantes, c’est-à-dire 
peuvent s'exprimer linéairement au moyen d'une seule Si. après avoir fai! 
cette substitution dans l’équation (n du iC 92 , on la développe, on voit que- 
ion obtient une équation de la forme 


(0 


V/l f'A A ! -- B/y/,y ifjfk “F — L* ijfifj + — ^>ifi ~F E 


O, 


qui est d’ordre monographique 1 par rapport à chacune des quatre variables, 
donc de l’ordre monographique total 4 ( 1 ). 

On peut se proposer inversement, étant donnée une équation du type (1), 
de rechercher à quelle condition elle est représentable par un monogramme 
de l’espèce considérée. Ce problème fait le pendant de celui que nous avons 
résolu pour l’équation d’ordre monographique 3 ( n os 74 et 75 t. Il a été abordé 
pour la première fois par M. Soreau ( -), qui iX remarqué, pour commencer, 
que l’équal ion (1) peut toujours être mise sous la forme ( :1 ) (privée des termes 


( •) Voir encore à ce sujet le n° 7 de la Note 111 des Annexes, où sont résumés les 
travaux de M. F. Boulad qui s’y rapportent. 

(“) Contribution n° 112 . 

B 

( ■) Il suffit, pour cela, si A n’est pas nul, de poser /,• = g.— Si A est nul, on 

À 

est ramené au cas où il ne l est pas en remplaçant une ou plusieurs fonctions f, par 
leur inverse. 
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2S4 

contenant les triples produits) 

(O g\gtgzgi- J r?‘'tijgigj^- 2 8/£7-h £ = O, 

et qui a ensuite démontre que, pour pouvoir grouper les variables de cette 
équation dans une équation de la forme 


Fi 2 = F; U . 


il faut que 

<N 

h 

= Yl 3 _ 

liv 


02 

Y 23 

Y 2 v 

et 

03 

= Yj 3 _ 

Y* 3 

. - • 


04 

Y1 v 

7» 


M. Clark a remarqué à son tour que ces conditions, dites de groupement, 
se réduisaient à trois, savoir 

i 

0} 0;i 0i 0ÿ0:i G 2 0 \ 

Y13 Tu Y23 Y24 , 

et, en représentant la valeur commune de ces rapports par p,. il a trouvé, en 
outre, que 

? = 6 — 71*7.14, 

faisant observer que les conditions ainsi complétées sont non seulement néces¬ 
saires, mais suffisantes, car il est facile de voir que l’équation (V) prend alors 
la forme 

p(gl gï ■+■ Y 3 V ) (#3 ©Y 4 “ Y12) ■+* (^1^1 + r 'iô2 4 - p) ( 0 4 £- v -f- p) = O 

ou 

/x £_i 4 - Y ;u _ _ 4- 5 4 #4 -h P 

2 ^1^1-h Oîgi-h p “ p(^3é r 4 4 - Y12) 

L’équation étant ainsi écrite, il suffit de représenter par g la valeur com¬ 
mune de ses deux membres et de représenter simultanément les deux équa¬ 
tions 

( 3 ) 01 ^^ 4 - 02 ^ 2 ^ — £-i^ 2 4 - p# —734=0, 

( 4 ) P & 8 k 4 ~ -H ÔV.4T4 4 - YPi 2,^-4- p =0, 

en leur donnant une échelle (^) commune qui constituera la charnière, ce 
qui est toujours licite quand la représentation est possible, puisque dans 
chacun des nomogrammes partiels, on peut toujours disposer arbitrairement 
d’une des trois échelles. 

Or les discriminants des équations ( 3 ) et ( 4 ), qui sont toutes deux d’ordre 
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nomographique 3 , sont respectivement 

A =: p 2 H- 4 Oi 0 2 Ys ’o 
A'= (p 2 4 -4 o 3 84 Y12 ) p 2 . 

Nous pouvons représenter chacune des équations ( 3 ) et ( 4 ) par on mono¬ 
gramme conique (n° 83 ), ayant une échelle rectiligne (g) choisie arbitrai¬ 
rement. Prenant cette échelle (g) la même pour les deux monogrammes 
partiels, nous obtenons ainsi, dans tous les cas , quand les conditions de 
groupement 

0 { 0 :i 0 1 0 v O2 O9O4 


satisfaites , /a représentation de l’équation (Y)a/i nomogramme 
à double alignement , à charnière rectiligne D (support de l'échelle 
fictive de g), sur lequel les échelles (£ t ) et (z 2 ) ont pour support commun 
une conique C, les échelles ( s :{ ) et (z< t ) une autre conique C' (fig. n6). 


Fig. 116. 



Si A et A' sont de signes contraires, le support rectiligne D coupe l’une des 
coniques en des points réels, l’autre en des points imaginaires; la superposi¬ 
tion de ces coniques est donc alors impossible. 

Dans le cas où AA'> o, ces conditions de superposition, venant compléter 
celles de groupement, ont été trouvées par M. Soreau ( [ ) sous la forme 


( 6 ) 


<n <> <> 

0\G-2 ô;* 64 

Yi 2 ~ 7»* 


Une vérification s’offre ici à nous. 

Si, en effet, nous envisageons séparément les nomogrammes partiels 
(si, z 2 , g) et (z 3 , S4, g) constitués chacun par une échelle rectiligne (g) 


O Nouveaux types..., p. aâ. Depuis lors, en ayant recours à la notion de valeur 
critique (n° 74 ), il a grandement simplifié la démonstration assez laborieuse qu’il 
avait d’abord donnée de ces formules. 
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portée par la droite D et deux échelles portées par la même conique C, les 
cotes affectées sur l’échelle (g) aux points I et .) de rencontre de D et de C 
sont les valeurs critiques correspondantes (n° 83 ) données, d’après l’équa¬ 
tion (G/) du n° 73 , respectivement par 


et 


0, cp s - 1 - P® — Y 4 = O 
p~ 0 lÿ O* -+- p " O — 0 ;> 0 4 O • 


L’identité des deux échelles (g) exige donc que I on ait 

à|0 2 _ I _ Y-H 


ce qui est, sous une autre forme, la double relation (G) ci-dessus. 

Pour réaliser la superposition, M. Sorenu amène, par des changements de 
fonctions, l’équation (9.) à la forme symétrique 

h t p _ //;. h k -\- p 

h\ -+- h 2 -h p h .\ -h h ; -h- p ’ 

évidemment représentable par un nomogramme à support conique unique C. 

On peut toujours, par une. transformation homographiquc, rejeter la 
droite D à l’infini en faisant coïncider ses points 1 et J avec les ombilics du 
plan. 

Dans ces conditions, la conique C devient un cercle et les alignements 
(z 1, .5 2 ) et ( z !t ) parallèles. On tombe ainsi sur le type du nomogramme 
circulaire à alignements parallèles dont il sera question plus loin (n° 122). 

98 . Nomogrammes coniques à cloub/e alignement pour équations à 
quatre variables , d'ordre nomographique supérieur ci 4. — Quand on 
aura à représenter une équation à quatre variables d’ordre nomographique 
supérieur à 4 ( 1 ), on- s’efforcera de la dissocier en deux équations des types (E) 
et (EQ du n° 91 . On y parviendra le plus souvent, dans la pratique, en la 
ramenant au type canonique (1) du n° 92 qui est de l’ordre nomographique 6. 

Il pourra se faire cependant que, l’ayant mise sous la forme 

h 12— E34, 

on reconnaisse que les équations 

Fi2=£ et F ;îi = Ç, 


sans être toutes deux représentables par des nomogrammes de genre 1, le 
soient par des nomogrammes coniques, c’est-à-dire que, n’étant pas réduc- 


(‘) Voir, au n° 8 de la Note IV des Annexes, les résultats obtenus par M. F. Boulad 
à ce sujet. 
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tildes simultanément à la forme canoniqne ( E ) du n° 78 , elles le soient à la 
forme canonique (4) du n° 83 , que nous écrirons {pour mettre en évidence 
la façon dont t doit y entrer) 

S/i/.H-fS+Zi )**-!-/',= O, 

(lh,= o. 

En construisant alors les nomogrammes de ces deux équations avec la 
même échelle conique (£) sur le support C de laquelle se trouveront aussi les 
échelles (sj) et (.s 2 ), les échelles (s 3 ) et (s 4 ) étant quelconques, on aura un 
nomogramme à double alignement, sur lequel la charnière sera la conique C. 
On voit que la forme canonique de l’équation correspondante est 

j\gl__ h.2 _ X; . 

J 1 fi -+* gi fif\ -H g 4 


(') 


Exemple : léitesse d’écoulement dans un canal à section trapézoïdale. 
Soit l’équation 

bd -h d ' 1 


ü 

V 2 


y/8 d 


1 1 
3 o- s v 


qui lait connaître la vitesse d’écoulement V (en mètres par seconde) dans un 
canal à section trapézoïdale avec talus à 1/1 en fonction de la largeur au 
plafond b (en mètres) de la hauteur d du plan d eau (en mètres) et de la 
pente longitudinale s. 

Elle rentre évidemment dans le type voulu. 

Le nomogramme correspondant a été construit par M. WolfT ( 1 ) avec un 
cercle comme support conique commun à (X), à (s) et à (Ç) (charnière). Ce 
nomogramme est représenté par la figure 117. 

Voici comment sa théorie peut être résumée : 

X étant une constante numérique dont nous disposerons par la suite, repré¬ 
sentons par y la valeur commune des deux membres de l’équation (i). Si nous 

multiplions les deux membres haut et bas, respectivement par X et p, nous 
dissocions l’équation (1) en 


(’i) 

et 

( 3 ) 


XX 


\/8 J 


1 -d 1 _ ^ 


\/8 


» 1 i 

► J 


XpW — o, 


en posant, pour simplifier l’écriture 


( 4 ) 


W = 


4o, 


( 1 ) Voir le premier renvoi du n° 83 ( p. 229). 



CC II c- 


# 3 = 1 , 


y 



— f, ^3 = 

Fig. xi7. 



avec la forme (i) du n° 84 , 
irençl les échelles définies r 
les couples de formules 



i 

Ub* ’ 
8 


X2 dï’ 

s/S 



\b 


y 



v'» 

X 2 6 

" ~ 8 " 
Xc? 




I -I-— 


\! B 


I 


*r>ç 
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les deux premières échelles étant marquées sur le cercle 

x--y- y 1 — x — o, 


et l’échelle ( d ) sur l’ellipse 


x- 


y 2 

71 



qui se déduit du cercle précédent par dilatation de ses ordonnées dans le 
rapport y 8 — 1,68 ( 1 ). 

De même, les échelles du second nomogramme partiel sont définies par les 
couples de formule 


(O 

(O 


X 


1 -h r 2 


1 -+- 


y 

y 


1 £ 2 


' 1 S* 


I -+- fJt 2 S 2 


(W. 


I 



y = o. 


/. identité des deux échelles (£) montre que leur support commun (le cercle 
ci-dessus) sert ici de charnière et n’a, par suite, pas besoin de porter de gra- 
d lation (£). 

Quant aux échelles (b) et (s), également portées par ce cercle, on voit que 
leurs cotes en un même point sont liées par la relation 


)_b_ 

y/8 




IJL S 

k 



Le nomogramme que reproduit la figure 117, construit par M. Wollf, cor¬ 
respond au cas où X = —= et p — 1200. La chiffraison de V y est faite non 

y 10 

en mètres, mais en décimètres, et celle de s au moyen des valeurs de -♦ 

” s 


99. Nomogramme s à points condensés. —On peut aussi accroître 
le nombre des variables dans les équations à représenter en points 
alignés en y substituant aux échelles simples des échelles de points 
condensés (Remarque du n° 49). Il convient toutefois d’observer que 


(') Pour s’expliquer la ligure 117, il faut se rendre compte que l’axe Ox se con¬ 
fond avec le support de l’échelle (V), l’origine étant au point de cette échelle 
coté oc, qui l’est en même temps pour les échelles (X) et (d), et où la tangente 
commune aux supports de ces deux échelles est confondue avec O y. On voit aussi 
qu’ici le module est égal au diamètre du cercle. 


d’ooagx'e 


19 
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cette manière de faire ne résulte encore que d’une façon spéciale 
d’opérer la dissociation de l’équation proposée, chaque échelle 
ponctuelle entrant dans le nomogramme étant définie au moyen 
d’une certaine variable auxiliaire, puis chaque point de ce support 
défini lui-même comme point condensé au moyen d’un faisceau con¬ 
densé, ainsi qu’il a été vu au n° 49. 

Le cas, bien entendu, le plus utile à considérer, au point de vue 
de la pratique, est celui où le support de l’échelle condensée est une 
droite et où le faisceau servant à définir cette échelle est formé de 
perpendiculaires à cette droite; autrement dit, celui que l’on obtient 
en accolant des échelles binaires (n° 50) aux supports d’un nomo¬ 
gramme à échelles rectilignes et, plus particulièrement encore, à 
échelles parallèles. 

Soit, par exemple, une équation de la forme 

Jn + fn =Jm- 


il suffira, pour la représenter, de poser 


ce qui donne 


u — pi/n, 

P 2Pic = ;j-i U0/..3. 


On voit que Jes points </ t , c -, ) sont condensés sur l’axe A a 


Fig. 118. 



{fig- 11 8), où ils seront définis par une échelle binaire* de/, ,,. De 
même, pour les points (s 2 , z> 6 ) condensés sur Bc, et les points 
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condensés sur une parallèle aux deux premiers axes el divi¬ 
sant leur intervalle dans le rapport des modules u, et uu. 


Exemple : Temps de montée d'un avion. — Si t est le ten*ps, exprimé en 
miaules, de la montée à l'altitude Z, exprimée en mètres, d’un avion dont la 
hauteur de plafond est Z t , en mètres, et la vitesse ascensionnelle au départ V, 
en mètres par seconde, on a 




7.. ><> > 
60 




1 


d’où, en prenant les logarithmes et représentant la fonction log log par le 
symbole log 2 , 

log / -h /«' = log Z — log V -4- log' 2 /1 — rr') ’ 

\ Z-i J 

représentable par points alignés si l’on pose 

u - p, j^logZ -4 log 2 , *’ =— p 2 logV, 


ce qui, sur la parallèle aux axes divisant leur intervalle dans le rapport — > 

P2 

donne (à un décalage près, dont la mise en place par alignement, telle qu’elle 
a été indiquée au n° 63 , permet de rfl; pas calculer la grandeur) l’échelle 


w = p-3 log t a\ec 


P 3 


p I p- 2 
IM-+- P 2 ’ 


Reste à définir, sur l’axe Au, les points condensés correspondant à la fonc¬ 
tion de Z et Zx dont l’expression est ci-dessus écrite. Pour cela, on a recours 
à une échelle binaire (n“ 60 ) rapportée à deux axes cartésiens dont l’axe O y 
se confond avec A//,, l’axe O x lui étant perpendiculaire. Gela revient à poser 

.r=-pZ,, y=u, 


P étant un module quelconque. Les courbes fZ) de cette échelle binaire ont 
alors pour équation 


y 


= pi 


loffZ 


log 2 


'JL Z 


X 


On les obtient en construisant individuellement les échelles (Z) ainsi 
définies, sur les différentes droites (Z t ), et unissant par des traits continus les 
points de même cote de ces échelles. 

Le nomogramme dont la figure 1 19 est une réduction a été ainsi cons¬ 
truit (') avec les modules 


, 0 . 


O mm , 07.2, 


Pi 


I IO" 


P2 


280 


p 3 = 8 o r 


0 ) Ce nomogramme, construit pendant la guerre à la Section technique del’Aéro- 




min 
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La position de l’index, marquée en pointillé sur la figure, correspond à 
l’exemple Z = i8oo m , Z t = 54 oo m , V = 5 ms , pour lequel ou a £ = 7 minutes. 

100. Nomo grammes à alignements multiples. — S’il s’agit 
d’une équation non plus à quatre, mais à n variables, on pourra, en 
certains cas, grâce à l’introduction de n — 3 variables auxiliaires, la 
dissocier (n° 52) en n — 2 équations à trois variables représentables 
par points alignés. L’ensemble des nomogrammes ainsi obtenus, sur 
lesquels on n’aura plus qu’à prendre, avec l’index, des alignements 
successifs, fournira alors la représentation de l’équation proposée. 
C’est là une extension corrélative du principe exposé au n° 52, dont 
une application particulière a déjà été donnée au n° 53. 

Il j a lieu de considérer plus spécialement le cas où toutes les 
échelles du nomogramme sont rectilignes et parallèles entre elles. 

Le procédé peut, dans ce cas, être exposé comme suit : étant 
donnée l’équation 

fl + - • •-+- Jn — 

on peut, comme au n° 53, la considérer comme le résultat de l’élimi¬ 
nation des variables auxiliaires Ç 3 , £ 3 , ... entre les équations 

fl ~^~fi + = °) 

Ci ■+■ f \ H- vj = O, 

jusqu’à 

Ç2/J-1 — fïp-\ —fzp =0 (si n est pair) 
ou 

Ça p ■+■fïp - J f-fip+ 1 = 0 (si n est impair). 

Il suffît dès lors de construire, suivant le mode indiqué au n° 67, 
les nomogrammes de ces équations successives en adoptant, pour 
deux consécutifs d’entre eux, la même échelle pour la variable 
auxiliaire Ç qu’ils ont en commun; les supports de ces diverses 


nautique, est emprunté à la brochure 0 . 60 , ainsi que plusieurs autres que l’on 
trouvera par la suite (n os 120 à 123 ;. Cette brochure contient un exposé sommaire 
de ce qu'il est indispensable de connaître de la Nomographie et plus spécialement 
de la méthode des points alignés pour en faire les applications les plus courantes. 
Tous les exemples qu’elle renferme sont empruntés à la masse importante des appli¬ 
cations de cette méthode que les nécessités des diverses techniques intéressant la 
conduite de la guerre ont conduit à effectuer au cours même des hostilités. 
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échelles (Q (qui n’ont pas besoin d’être graduées ou le seront de 
façon arbitraire pour le repérage) constitueront autant de charnières. 
On voit que, pour les cas de n variables, il y en aura n — 3. 

On trouvera plus loin (n° 106 et Note IV des Annexes) diverses 
applications du procédé des alignements multiples. 


II. — Points à deux cotes ( 1 ). 


101. Principe des points alignés à deux cotes. — Tous les 
artifices mis en avant jusqu’ici, notamment an Chapitre 111 et dans 
la section I du présent Chapitre, reposent sur la substitution, à une 
équation à n variables donnée, d’une suite d’équations à trois variables 
obtenue par dissociation de celle-ci (p. i3y ). On a vu au n° 49 qu’en 
ce qui concerne la représentation par lignes concourantes, on ne 
saurait songer à aller plus loin par suite de ^impossibilité de figurer 
sur une seule feuille un système doublement infini de lignes. 

Or, il n’en va pas de même pour des points, un système double¬ 
ment infini de points pouvant être défini par les mutuelles intersec¬ 
tions des lignes de deux faisceaux simplement infinis, dont l’ensemble 
constitue ce qu’on appelle un réseau. De là, la possibilité de repré¬ 
senter au moyen de la méthode des points alignés, en substituant 


aux échelles ponctuelles des réseaux, 'certaines équations à plus de 
trois variables non dissociables en équations à trois variables et 


appartenant néanmoins à un type qui se rencontre très fréquemment 
dans les applications. 

On peut définir un système de points à deux cotes (s j5 z-é) pat* 
l’équation en coordonnées parallèles de chacun de ses points 


u J 12 -+- e (g 12 -T- h a — o. 


(*) Introduits pour lu première fois dans la note 0.3 et la brochure 0.4 sous le 
nom de points doublement isoplèthes. 

Le graphique de l’écoulement de l’eau dans les canaux et rivières, publié en 1869 
par MM. E. Ganguillet et W.-ÏL Kutter (Zeitschrift des Œstr. ïng. and Arch. 
Vereins , t. XXI, p. 3 o), que ses auteurs ont obtenu par un procédé géométrique 
direct, a pu être regardé après coup comme une application du principe général 
étudié ici, mais il y a lieu de renouveler à cette occasion la remarque faite dans le 
renvoi de la page i 55 , à propos de la table de multiplication graphique de Mobius. 
Ce graphique de Ganguillet et Kutter n’éveiiîe pas la moindre idée du principe 
général auquel on peut aujourd’hui le rattacher. * 
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Si l’on prend, ainsi qu’au n° 08, comme origine O le milieu de la 
distance AB des origines des axes A u et Br, comme axe O y la 
parallèle à ces axes menée par O, comme axe Ox la droite OB 
(dirigée de O vers B), et si l’on pose OB — o, les coordonnées carté¬ 
siennes du point défini par l'équation ci-dessus sont 


-S A" 12— fli 
oc — o -- - — > 

n 12 +,/1 -2 
- fl1 2 


A = - 


8 1 2 “H J l 2 


et l’élimination successive de z 2 et de z t entre ces deux dernières 
équations donne les équations cartésiennes des systèmes (z { ) et (z 2 ) 
constituant par leur ensemble le réseau (A,, -Z-j). 

l n système de points à deux cotes étant ainsi défini, il n’y a qu'à 
reprendre tout ce qui a été dit dans les n os 61 et suivants, en substi¬ 
tuant à un, à deux ou aux trois systèmes de points à une cote, des 
systèmes de points à deux cotes, pour avoir des nomogrammes à 
points alignés représentant des équations à quatre, cinq ou six 
variables. 

Si l'on se reporte au n° 61 , on voit donc que l'équation la plus 
générale représentable par un monogramme à points alignés com¬ 
portant trois systèmes de points à deux cotes est de la forme 



/« 

S'il 

Ai 2 

: 

fv* 

o\. , 

b 

A-34 


/s c 

Aoc 

a 5 fi 

Le nomogramme corrt 

yspon 

dant 

a 


ta 


figure 120. 

o 


Son emploi se réduit à ceci : 

,$V, par exemple , on prend c tl pour inconnue , on fait passer 
Vindex par les points de rencontre d'une part des lignes z { et z«, 
de Vautre des lignes z s et ; cet index coupe alors la ligne z- ; > en 
un point par lequel passe une ligne z f , dont la cote est la valeur 
de Vinconnue demandée. 

Ainsi, sur la figure 120, pour 



le nomogramme donne z (i = 8. 
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Tout ce qui a été dit relativement à la transformation homogra- 
phique et au fractionnement des nomogrammes à points alignés aune 
cote pourrait être répété ici. 

Parmi les nomogrammes à points alignés à deux cotes, ceux qui, 
de beaucoup, se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique, 


Fig. 120. 



sont constitués au moyen d’un seul réseau à deux cotes et de deux 
échelles à une seule cote, portées par deux axes parallèles. Ils géné¬ 
ralisent par conséquent les nomogrammes de genre o et 1 , et en ce 
qui concerne leur disposition, on n’aura qu’à se reporter à ce qui a 
été dit de ceux-ci. 

Les équations représentables par des nomogrammes de ce type 
sont celles de la forme 

(L) f \£34 -+■ f -2 ^34+^34 = O. 

Pour obtenir le nomogramme correspondant, il suffit, en représen¬ 
tant par ja, et p. 2 deux modules quelconques, de poser 

Oi) u=\x i /,, 

(^2 ) V — V-lfl' 

L’équation du point (^ 3 , s 4 ) est alors 

M F-2^34 H~ ^^1^34 + i u l \ x îfv+ — °î 

et ses coordonnées cartésiennes par rapport aux axes ci-dessus définis, 
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si I on représente toujours par o la moitié de la longueur AB, 

-, ,'-'■1 Al— M-üA' :i4 

QQ - Q J_ * 5 

|-M h 34 H - , u 2 ©'.Si 

— M-i I-'-a./V, . 

| J -i h 3 4 , u 2,'7 -i4 

L’élimination successive de c } et de c 3 entre ces deux équations 
donne .les équations cartésiennes des deux systèmes de lignes du 
réseau (c 3 , z A ) 

( z -i) /*(*> y, **) = *>, 

(**) y-, z \) = <>• 

Remarque /. — Si, ce qui est un cas très fréquent, les fonc¬ 
tions /* 3i et o :?i se réduisent à des fonctions A, et g>- 3 seulement, 
l’équation qui fait connaître x donne en même temps le faisceau (c 3 ) 
du réseau (c 3 , c 4 ). 

Dans ce cas, les diverses lignes du faisceau (c,) déterminent sur 
chaque ligne (c 3 ) une échelle dont l’expression de y fournit l’équa¬ 
tion lorsque, pour chaque valeur fixe attribuée à c 3 , on y fait varier 
seulement c 4 . Dans ces conditions, si l’expression de y est linéaire 
en toutes les échelles ainsi obtenues sont métriques, et il suffît, 
par conséquent, pour chacune d elles, de déterminer seulement les 
points correspondants à deux valeurs particulières de c 4 . Nous disons 
alors que les lignes (c 4 ) sont mêtviquement espacées suivant la direc¬ 
tion de Oy. 

Remarque II . — Si, d ans la même hypothèse que ci-dessus (celle 
où les fonctious et g ik se réduisent ày 3 et « - 3 ), on suppose, en 
outre, que le rapport de / 3 à g> 3 varie peu dans les limites où la 
variable c 3 reste comprise, le resserrement trop grand des lignes (c 3 ), 
parallèles à Oyy qui en résulte, peut être un inconvénient. Mais 
lorsque la nature de la question fait que c 3 ne figure jamais que 
parmi les données, on peut tourner la difficulté en prenant pour 
chaque valeur de c 3 , avec un axe A a fixe, un axe 13 e différent. Dans 
ces conditions, au lieu d’une échelle simple (c 2 ) portée sur un axe Bp 
unique, on a un réseau ( c a , c 3 ) dont les lignes (c 3 ) sont encore des 
parallèles à Oy et l’on prend les alignements entre les points de ce 
réseau et ceux de l’échelle (c ( ). On trouvera une application de cette 
remarque au n° 122. 
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102 . Premier exemple : Intérêts composés. — Reprenons la formule des 
intérêts composés, mise sous forme logarithmique (n° 54, i°), 

logA = log« -+- n log(x -4- r). 

Nous pouvons ici prendre comme éléments cotés (a) et (n) 

O) u = !J 1 log a, 

(n) v — [jl 2 n. 

Gela nous donne, pour l’ensemble des variables A et r, les points à deux 
cotes définis par l’équation 


[ju u -+- I o g ( i -+- r)v — [J-! log A = o 

ou, en vertu des formules du numéro précédent, 

(r) * = 

p, log( i -4- r) -f- ;jl 2 
! J i i a 2 log A 

\M I o g ( 1 H- r ) -+- p 2 * 

La première de ces équations ne contenant que r définit les lignes du réseau 
cotées (r) qui sont, comme on voit, des droites parallèles aux axes Au et Rp; 
puis l’élimination de r entre les deux dernières formules donne, pour les lignes 
du réseau cotées (A), l’équation 

(A) • a S/ — pi (8 — x) log A, 

droites qui passent toutes par l’origine B(a?= S, y =0) de l’axe Bp, et qui 
coupent l'axe A u (x — —5) aux points définis par 

y = f*i log A, 

qui se confondent avec les points (a). Cette circonstance permet d’éviter le 
tracé des droites (A). En effet, il suffit, pour avoir une telle droite, de joindre 
le point B (qui n’est autre que le point n = o)au point de l’échelle (a) coté A. 
On peut, d’ailleurs, pour réaliser cette droite, se servir de l’index lui-même. 
L’emploi du nomogramme devient alors analogue à celui des nomogrammes à 
double alignement, le second alignement passant ici par un point fixe. Il peut 
s’énoncer ainsi : 

On fait d'abord passer l'index par le point cote' a sur Véchelle du 
capital et le point coté n sur l’échelle du temps , puis on le fait pivoter 
autour du point où il rencontre la verticale cotée r, de façon ci l’amener 
à passer par le pointh =0. Il coupe alors l’échelle du capital au point 
coté A. 

Sur le nomogramme représenté par la figure 121, on a pris t u 2 = o,o 4 (jq de 
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façon à donner à l’échelle du temps ( n) la même longueur qu’à l'échelle du 
capital (a) et (A), avec les limites adoptées. 


Fige 12I; 



Taux (r) 

Les deux positions de l’index marquées en pointillé sur la figure corres¬ 
pondent à l’exemple numérique déjà envisagé au n° 54 (i°), savoir 

a = 20 ooo' 1 ', n — i 5 °, r = 4 %, 
pour lequel le nomogranime donne 

A — 36 ooo r '. 

103 . Deuxième exemple : Grille Irigonomctrique ( 1 ). — La formule for.- 

(') Donné pour Ia première lois dans 0.4, p. 84 , ce noniogramme a, depuis lors, 
été utilisé par (ollignon dans sa A oie sur la détermination de V heure du passage 
du Soleil dans un plan vertical (J. E. P 2 e série, 3 ® cahier, p, 128; 1898), 






300 CHAPITRE V. 

damentale de la trigonométrie sphérique 

cos« = cos b cos c -h sin b sine cos A 
peut, ainsi que l’a remarqué Coliignon, s’écrire 

2 cos a — (h- cos A ) cos ( b — e) -+- (i. — cos A ) cos (b c). 

Sous cette forme, elle rentre dans le type (E) du n° 101 . 

Adoptant ici pour p.j et u 2 la valeur 8 du demi-écartement des axes A u 
et Bp (ce qui donne pour quadrangle limite un carré), nous poserons, en vertu 
des formules (sj) et (.s 2 ) du n° 101, 

u — o cos (b -+- c), 
ç = 8 cos (b — c), 

ce qui nous donne, pour équation du réseau ( a , A), 

u(i — cos A ) p(i h- cos A )—28 cos a = o. 

Les coordonnées cartésiennes du point correspondant sont ici données par 
les formules 

y — o cosa, 
x = 8 cos A, 

qui ne comportent pas d’élimination, puisque chacune des variables À et a 
n’entre que dans l’une d’elles. Elles font donc connaître directement les lignes 
cotées (A) et (a) qui sont des parallèles aux axes cartésiens. 

Le nomogramme correspondant, obtenu avec 8 = 4 cm , est représenté par la 
figure 122. 

Ce nomogramme est, en somme, constitué par les droites joignant deux à 
deux, dans le sens parallèle à Ox et dans celui parallèle à O y, des points 
d’égale division (de 5 ° en 5 ° sur la figure 122) d’un cercle gradué rapporté à 
ces axes. Ce mode de génération justifie pour un tel nomogramme le nom de 
grille trigonométrique. Toutes les graduations étant d’ailleurs cosinusoï¬ 
dales, on doit, pour un angle supérieur à 180, prendre le point coté au moyen 
de son complément à 36 o°. 

La position de l’index, marquée en pointillé sur la figure, correspond à 
l’exemple numérique suivant, qui fait connaître, sur la mappemonde, la dis¬ 
tance sphérique de Paris à Hanoï, lorsqu’on prend pour b et c les colati- 
ludes 66°2 o' et 48 ° 5 o' d’Hanoï et de Paris, dont la différence de longitude est 
de 116 0 . On a donc ici 

b -+- c = io7°3o', b — c = 25 ° 10', A = 116°. 

Le nomogramme donne a — 87° 5 o\ 

Cette grille trigonométrique ne permet de prendre pour inconnue que a 
ou A, et non b ni c, qui entrent à la fois dans les chiffraisons (b -h c) et 
(b — c). ; 



REPRÉSENTATION PAR POINTS ALIGNÉS. CAS DE PLUS DE TROIS VARIABLES. 3oi 

Nous avons toutefois résolu le problème consistant à obtenir Furie ou 
l’autre de ces variables b et c, prise pour inconnue, en ne faisant usage que 


Fig. 122. 
Echelle de A. 



de cette grille (*). M. G. Pesci nous a indiqué une utile simplification de la 
solution de ce problème. C’est cette solution simplifiée que nous allons repro¬ 
duire ici. 

Supposons que les données étant A, a et nous cherchions à obtenir c. 
Soient D le point diamétralement opposé au sommet G sur la sphère et 
CIID le grand cercle orthogonal à AB. Le pôle C' de AB se trouve sur CD et 
les grands cercles C'A et C'B sont orthogonaux sur AB. 

Tl 

Dans l’hypothèse de B << — > appelons m et n les segments déterminés par 

le grand cercle CIID sur AB, alors tous deux intérieurs à AB, \x et v les angles 
qu’il fait avec CA et CB. 

Dans le triangle DAC' on connaît trois élémenls consécutifs, savoir l’angle 

TT ^ 7t 

en A, égal à - — A, et les deux côtés qui le comprennent, AD = tz — b, AC' = — • 

G) 0.41 et 43 . Il va sans dire que la grille s’applique de même aux cas corré¬ 
latifs résultant de la considération du triangle supplémentaire. 
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La grille permet alors d’obtenir les autres éléments du triangle, savoir : le 
côté G'D, l’angle en G' égal à tt — m (d’où m) et l’angle en D égal à p. 

Fig. 1 2 3 . 


C 



G'D venant d’étre obtenu, on connaît les trois côtés du triangle DBG'. La 

grille en donne alors les trois angles, savoir ^ — B (d’où B), tt — n (d’où n ) 
et v. 

On a enfin 

AB = ni-h n et G = ;jt + v. 

Si B était obtus, il faudrait prendre 

AB — m — ?i, G — p — v. 

La résolution nomographique générale des triangles sphériques par le pro¬ 
cédé le plus direct en chaque cas sera traité plus loin en détail (n os lloà 117 ). 

1 (H. Troisième exemple : Résolut ion de V équation complète du troi¬ 
sième degré. — Pour représenter l’équation 

-F- n z~ H- p z -K <7 =■ o, 

qui rentre évidemment dans le type (E) du n" 101, il suffit, en appelant p.! 
et p 2 deux modules quelconques, de poser 

( p) H = IM p, 

(q) . ; . ■ ; V = p 2 < 7 ? 

équations qui définissent deux échelles métriques portées [sur Am et Br. 
Le.point (n, z) est alors défini, en vertu de ce qui a été vu au n° 101 , par 
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l’éq nation 

;ju 5 u -h ;j-i v -+- ;jl, pu ( n z 1 ) = o 
ou, ce qui revient au même, par les formules 

Pi-Pi- 


x ~ ù 


y = — 


pl P 2 z 

Pi \x i (z i -r- n 5-) 
pi -+- p 2 z 


La première de ces équations ne contenant que z définit, dans le réseau 
{/?, s), les lignes cotées (z) qui sont, comme on voit, des parallèles aux axes 
coordonnés Am et Bp, déterminant, sur Taxe AB des origines, une échelle 
homographique (n° 7), identique à celle dont la construction a été donnée 
au n° 79. 

Quant aux courbes (m), qui sont des cubiques cuspidales, on pourrait aisé¬ 
ment former leur équation en éliminant z entre les valeurs de x et /; mais 
cela est inutile. 

On se trouve, en effet, ici dans un cas d’application de la remarque I 
du n° 101. Les lignes (n) sont, d’après l’expression de /, métriquement 
espacées dans le sens de O/, et il suffit, pour les déterminer, d’obtenir sur 
chaque ligne (z) deux points de l’échelle métrique correspondante. Il est tout 
naturel de choisir d’abord le point n — o dont la construction a été donnée 
au n° 80. 

Si l’on prend ensuite le point n = — , on voit qu’il se déduit, par une 

p2 

construction très simple, du point n — o correspondant. En efiet, l’expression 
ci-dessus de/, pour n = , devient 

y— — pi** 


et, d’autre part, le point 11 = o situé sur la droite (z) ayant pour équation 

pu ZU -f- P -1 V -+- JX| pu == o, 

qui, pour v = o, donne 

U = — [J-i * 2 , 

on voit que la projection orthogonale sur Am du point coté — situé sur 

P 2 

une droite {z~) se co/ifond avec la projection du point coté o sur cette 
même droite (z), faite à partir de Vorigine B sur l’axe A u. 

Etant donné que la construction de la courbe n = o a été entièrement 
réalisée au n° 80 par des projections successives-faites à partir d’échelles 
métriques, on voit que la construction du nomogramrae de l’équation com¬ 
plète du troisième degré offre le même caractère. 

C’est ainsi qu’en prenant 

O 

Pl = P» = T 



Fig. 124 . 



EçJielle 
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on a construit le nomogramme cle'la figure 124 , dont l’emploi se réduit à 
ceci '. faire passer l'index par les points cotés p et q et lire les cotes z des 
parallèles aux axes , passant par les points où cet index rencontre la 
courbe cotée n. 

On s’est d’ailleurs, en vertu d’une remarque déjà faite à propos de l’équa¬ 
tion trinôme (n" 80 }, borné à envisager des valeurs positives de z, les valeurs 
absolues des racines négatives de l’équation pouvant être obtenues comme 
racines positives de la transformée en — z, c'est-à-dire de l’équation définie 
par les coefficients — n , p et — q. 

Les équations du troisième degré qui se rencontrent dans la pratique n’ont, 
d’ailleurs, en général, qu’une racine positive, et c’est la seule qu’on ait besoin 
de calculer. 

Les positions de l’index marquées en pointillé sur la figure se rapportent 
aux équations 

Z* -+- 2 Z — 6 = 0 

et 

z* h- z 2 — 2 , 16 z — 3 , ’x = o, 

pour lesquelles le nomogramme donne respectivement .s = 1,46 et z = 1 , 6 . 

Remarquons, en outre, qu’ici s’applique Je principe des multiplicateurs cor¬ 
respondants (n° 20 ) lorsqu’on prend 

z' = X z, n— An, p'=\ 2 p, q'z=i\Zq. 

En voici des exemples pris clans la pratique : 


i° Voûte en dôme. — Bossut, dans ses Recherches sur /’équilibre des 
voûtes (Mémoires de l'Académie des Sciences, p. 556; 1774 )? est amené, 
à propos d’une voûte en dôme particulière, à résoudre l’équation 


P H- 96^ H- 721, 879 1 — 7826,031 = o. 
En prenant À = on a l’équation 

t '* -h 9,6 t ' 2 4- 7,21 1 '— 7,82 = o. 


Le nomogramme donne pour cette dernière 


Par suite, 


t' — 0 , 59 . 

t —- 3, 9 * 


2 0 Remous d'une rivière. — Le remous z d’une rivière, à son passage sous 
un pont, est donné par l’équation 


z *-+- (2 II — A)^_+_H(II - 2 Â)^ + B — AH* = o, 


ou 


Q ; 


2 g U 2 /db 


B = 


Q 2 


'2 g L* 


d’ocaonk 


20 
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L désignant la largeur de la rivière en amont du pont, 
l sa largeur totale sous les arches du pont, 

H la profondeur moyenne en amont, 

Q le débit de la rivière, 

U le coefficient de contraction. 


Avec les données suivantes, qui sont celles relevées par d’Aubuisson'dans 
son expérience sur la Veser, savoir 

L = i8o m ,7i. / = 96 m ,i3, H = 5 m ,37, Q = i45o m3 , U = 0,9, 
on a l’équation 

Z* -H 10, ‘2 23,52 — I 1,04=0. 

Prenant ici X = on est ramené à l’équation 

^' 3 +5,u' 2 -r5,95'—i,38 = o, 

pour laquelle le nomogramme donne 

. ■ X ^=0,19 

et, par suite, 

z — o™, 38 (»). 


/ 105 . Quatrième exemple : Résolution de Véquation du quatrième degré. 

— Soit l’équation du quatrième degré 

z^-p m s 3 -h nz--T- p z -+- q = o. 

Lorsqu’on pose 

z — mz ', n = m % n p — m 3 p ', q = m’+ q', 

elle devient ( 2 ) 

z' k -l- z' s - f- n'z ' 2 -j- p'z'-+- q' — o. 


( 1 ) L’expérience de d’Aubuisson a donné z = o ,u , 382 . 

( 2 ) Il y a lieu ici de faire une double observation : 

i° Pour le cas où m serait négatif, il y aurait lieu de construire un second nomo¬ 
gramme, analogue à celui qui va être décrit, et correspondant à l’équation 

z'* — z’*-irn:z" l -)rp’z'+q , = o. 

Ce nomogramme servirait notamment à obtenir les valeurs absolues des racines 
négatives des équations pour lesquelles le coefficient m est positif. 

2 0 Pour le cas où m — o, on pourrait construire aussi le nomogramme de l’équa¬ 
tion 

z ' 1 —H nz* -j- p z q = o, 

A 

analogue à celui qui a été décrit au numéro précédent, mais la résolution d’une 
telle équation se ramène immédiatement à l’emploi du nomogramme décrit ci-dessus, 
au moyen de la transformation z'— z ± 1. 
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Sous cette forme, il suffit, pour la représenter, de poser 

s* 

(p') u=^p', 

(?') * = p 2 q', 

ce qui donne pour les points (n',z r ) 

•s \M — Pa-s' 

x — o 1 --->, 

[i-1 H - [^ 2 Z 

U-l (^Z ^ 

y Pi + p **' 

On voit que tout ce qui a été dit à propos de la construction du nomo- 
gramme précédent peut être répété ici. On obtient seulement comme 
courbes ( n') des quartiques au lieu de cubiques. Mais, une fois tracée la 
courbe n' — o, les autres s’en déduisent exactement de même qu’au numéro 
précédent, toujours d’après la remarque du n° 101. En effet, si l’on compare 
l’expression de y ci-dessus à celle qui figure au numéro précédent, on voit 
que, pour une même valeur de z' ou de z, dans l’une ou l’autre de ces expres¬ 
sions, on a, entre les je correspondant à une même valeur de n', une différence 
constante. Si donc on construit ce nomogramme nouveau avec les mêmes 
modules que le précédent, on voit que les échelles métriques déterminées sur 
les diverses verticales (z), par les courbes ( n '), sont les mêmes dans l’un et 
l’autre cas. C’est ainsi qu’a été obtenu le nomogramme de la figure 125 ( 1 ). 

Pour déduire les coefficients n', p', q' des coefficients m, n, p , q et passer 
ensuite des racines z’ aux racines .s, on voit qu’il suffit de construire le 
nomogramme de l’équation 

a = m'a' 

pour i — i, 2 , 3, 4- 

Ce nomogramme rentre lui-même dans le type ici étudié. Il suffit, en effet, 
d’écrire l'équation précédente sous la forme 

loga = loga'-h tlogm, 

\ 

pour voir qu’elle est représentable au moyen des deux systèmes de points à une 
cote 


(a) u = p! loga, 

( ni ) ç = — ( u 2 log m, 


O La simple inspection de la figure (sur laquelle on a supprimé les accents affectés 
aux lettres z, n, p, q) montre que la portion tracée des courbes (n) comprise entre 
les axes n’est jamais coupée par une droite en plus de trois points, c’est-à-dire 
qu’aucune des équations représentées n’a plus de trois racines positives, ce qui est 
évident a priori , attendu que, la somme des racines étant égale à —i, l’une au 
moins de ces racines est nécessairement négative. 
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et le système de points à deux cotes 


;ju u -h p-! iv — fjt-i log a' = 


o 


ou 


x = 8 

y 


Pi l p2 

[i.i i *+“ [j.7 

Pl P-2 iQg^ 
fj.i i H- 


Prenons pi = pu. Les échelles (a) et ( m ) sont alors des échelles logarith¬ 
miques de même module portées en sens contraires sur A u et Bp. Les lignes (i) 
sont des parallèles à ces axes définies par 


(0 


x 


<s l 
0 — 


c'est-à-dire déterminant sur AB une échelle homographique (n° 7), et les 
lignes (a'), dont l’équation s’obtient par l’élimination de i entre les expres¬ 
sions ci-dessus de x et y, sont définies par 

(a') aay = pi loga'(o — x). 

Ce sont des droites et l’on voit, en faisant x = o et x = — o, que la droite 
cotée a' joint l’origine B de l’axe Bu au point coté a de l’échelle portée 
sur A u. 

Ce nomogramme, où il suffit de donner à i les valeurs i, 2 , 3 , 4> est 
donc très simple à construire ( fig . 126 ). Au lieu d’inscrire à côté des verti¬ 
cales les valeurs de i, on y a inscrit la tlésignation desM’ariables correspon¬ 
dantes. En outre, on a, à côté de l’échelle de gauche, inscrit les désignations 
des diverses variables auxquelles se rapporte cette échelle, c’est-à-dire qui 
ont été représentées en bloc par la variable a dont on s’est servi pour la 
construction (*). 

Le procédé à suivre pour la résolution d’une équation du quatrième degré 
est alors le suivant : Faisant passer Fi/idex : sur le nomogramme de la 
figure 126 , par le point m de V échelle de droite , on le fait pivoter autour 
de ce point pour prendre successivement les points //, />, q de l'échelle de 
gauche. Ces diverses positions de l’index coupent respectivement les 
échelles ( aï '), (p) et (q 1 ) en des points dont les cotes font connaître n', 
p\ q'. Celles-ci, transportées sur le nomogramme de la figure 1 font 
connaître les racines z .En faisant passer alors sur la figure 126 l’index , 


(') Au lieu de construire les radiantes qui figurent sur ce nomogramme auxi¬ 
liaire, on peut recourir à un pivotement de l’index, comme pour le nomogramme 
des intérêts composés {fig. 121). Pour avoir n', par exemple, ayant fait passer 
l’index par les points m et n, on le fait pivoter autour de son point de rencontre 
avec la verticale (n') jusqu’à ce qu’il passe par le point z de l’échelle ( m). Il donne 
alors la valeur de n' sur l’échelle ( n ). 
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pivotant toujours autour du point m , par les points de l’échelle (. z') cotés 
au moyen des valeurs de ces racines , on obtient les racines z demandées 
sur Véchelle de gauche. 

Soit, par exemple, à résoudre l’équation 

£ 4 -h 3 ,s 3 -h 36^ 2 -t- 54 -s — 4 o 5 = o. 

Les trois traits mixtes (I), (II) et (III) qui sont marqués sur la figure 126 

Fig. 126. 


(Z') (n) (p) (f) 



montrent que, si l’on réduit le coefficient du second terme à l’unité, les trois 
autres coefficients deviennent respectivement, en valeur absolue, 4, '2 et 5. 
On a donc à résoudre, au moyen du nomogramme de la figure 120, l’équa¬ 
tion 

, s 'i 4-S ,3 +4 s’ 2 +23'- 5 = O. 
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Le trait mixte marqué sur cette figure et qui unit les points p = 2, <y — — f> 
coupe la courbe n = 4 tout près de la verticale z = o,8, mais un peu en 
avant. Nous aurons donc pour cette dernière équation 

^'=0,79. 

Le trait pointillé (TV) de la figure 126 montre que la valeur correspondante 
de z est 

** == ^ ' 3 ~ ) 

comme d’ailleurs, dans ce cas particulier, on le vérifie immédiatement par le 
calcul. 

Remarque. — L’artifice qui a permis de ramener la résolution de l’équation 
du quatrième degré à la lecture d’un nomogramme a consisté à transformer 
cette équation en une autre dans laquelle n’entrent que trois coefficients 
variables. On sait que le même but peut être atteint pour toutes les équa¬ 
tions des sept premiers degrés moyennant l’emploi de transformations linéaires 
nu de transformations de Tschirnhausen, elles-mêmes susceptibles de se tra¬ 
duire en nomogrammes à points alignés. En particulier, toute équation du 
cinquième degré est susceptible d’être ainsi ramenée à l’un des trois types 
canoniques. 

z ® -+- n z- —j— p z —(— q = o, 
z s — z 3 h- nz- -f- pz -+- q — o, 
z* — z 3 -+- nz--+- pz q = o. 

Cette remarque ( 1 ) fait ressortir que la résolution de toutes les équations 
des sept premiers degrés peut être effectuée avec le seul secours de la méthode 
des points alignés., 

106 . Combinaison clés deux principes de Valignement multiple 
et des points à deux cotes. — La combinaison des principes exposés 
aux n os 100 et 101 fournit, en certains cas, un bon moyen de repré¬ 
senter certaines équations à multiples variables. 

Exemple : Epaisseurs minima des pales d’hélice d’avion vers le 
moyeu ( 2 ). — Désignons par : 

h cette épaisseur en centimètres (de o à 24), 

(’) Formulée pour la première fois dans la Note 0 . 34 . 

( -) Emprunté à la brochure 0.60 (voir le renvoi du n° 99 ). 

Un autre exemple important d’application de la même méthode à la détermina¬ 
tion du chemin parcouru par un navire en cours de mouvement varié, lorsqu’on, 
fait'passer la vitesse du propulseur d’une certaine grandeur de régime à une autre 
est indiqué dans la Note 0.54 cl traité en détail dans la Note 0 . 55 . On en trou¬ 
vera plus loin (n° 122) un autre exemple non moins important emprunté à la bro¬ 
chure 0 . 60 . 
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D la densité de la matière (de 0,1 à i), 

R sa tension en kilogrammes par centimètre carré (de 25 à 3oo), 

V la vitesse périphérique en mètres par seconde (de o à 3oo), 

R la poussée en kilogrammes (de ioo à 5oo), 

p le rapport du diamètre de l’hélice à la largeur de la pale (de 4 à 20 ). 
L’épaisseur cherchée est donnée par la formule 



3 DV 2 
8 R 



Pour représenter cette formule, nous introduirons les variables auxiliaires Çi 
et Ç 2 telles que 



( 3 ) , h = i/p. 


Chacune de ces formules est représentable en points alignés. Pour ( 1 ), 
prendra ■ ' • 


u = — |i Y*, v = \mK t ; 


on 


pour ( 2 ), si l’on fait coïncider le nouvel axe des u avec l’axe des v précédent, 
de façon que cet axe commun constitue une charnière, 


u — PiÇt, 


v — — ; 


et pour (3), de même, 

Cela donne pour ( 1 ) le réseau (D, R) 


u=— p 2 r 2 , v = h , 


ou 


3 y/3 D u -f- 8 y /2 |jlR 3 p = 8 y/3 ppi R 


^ 8 sJ-i u R - — 3 y/3 U|D 8 y/3 uuj R 

x = 0 - ! ---*-> y — -— - 


8 \/2 p. R 2 H- 3 y/3 [Jtj D 


8 y /2 p. R 2 4- 3 v/3 p! D ' 


dans lequel les lignes (R), dont L’équation, provenant de l’élimination de D, 
e*.t 

\/3 \x 2 (x 0 ) = 1 y /2 ô y/R/', 

sont des droites issues de l’origine A de l’axe Au. 

Pour ( 2 ), on a l’échelle (P) définie par 

y/ P u -h ;j4 v = o 

ou, sur l’axe O 27 , 

. * = s üizuWïï 

P1 -+- P-2 \/P 
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pour ( 3 ), l’échelle (p) définie par 

pÿ \/p U —f- p.2 V zzz O 

ou, sur l’axe Ox, 

cr -- S . 

P2 H" P 3 /? 

Les échelles (P) et (p), l’une et l’autre projectives de celle de $/z y se 
construisent facilement au moyen de celle-ci par le procédé connu (n° 7). 

Le nomogramme correspondant, construit ( 1 ) avec des modules tels que 

Pi 2 pa 

Pl = 0300 P, p 2 =i—, 0.3 — , 

J 7 7 

est reproduit, en réduction, sur la figure 127. 

Les positions de l’index marquées sur la figure correspondent à l’exemple 

V = 268 m : sec, D = o ,63 >, R = 167 kg : cm 2 , 

P = 454 ks , p = i3,64, 

pour lequel le nomogramme donne h = i5 cn, ,5. 

107. Droites à doubles enveloppes. — Alors que nous avons 
reconnu (n° 49) l’impossibilité de faire figurer, sur un nomo¬ 
gramme, un système doublement infini de lignes, l’introduction 
de l’index mobile que comporte l’emploi de la méthode des points 
alignés a conduit le P. Poulain à une remarque ingénieuse ( 2 ) per¬ 
mettant d’engendrer au moyen d’une droite mobile un système dou¬ 
blement infini de lignes droites. 

Pour l’exposé etc ce principe, revenons aux équations du type (E) 
du n° 101, savoir 

/l* 3 *+/*A 8 *+/ 3 *= 0 . 

Si nous posons ( 3 ), cette fois, en coordonnées cartésiennes, 

(0 ^ = Pi/i, y = P2./2, 

( 1 ) A la Section technique de l’Aéronautique. 

( 2 ) Qu’il nous a communiquée dans une Lettre en date du 16 octobre 1891. 

( 3 ) On aperçoit immédiatement la généralisation suivante ; si l’équation donnée 
était de la forme 

fri Sz’i gu ^ 34 fi\ — °) 

on poserait encore ' 

x = y - \Hgxv . 

ce qui déterminerait le point à deux cotes (z t , z 2 ) par un réseau dont les deux'sys- 
tèmes constituants seraient définis par l’élimination successive de z 2 et de z i entre 
les expressions de x et de y. 
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< * 1 

nous définissons un point à deux cotes, z, et z 2 , qui doit se trouver 
sur la droite 

(2) -'^^2/34 + yy-\ gu + ;j-i = o, 

droite que nous pouvons appeler A et dont, pour plus de simplicité, 
nous représenterons l’équation ci-dessus par 

(2') A 34 =o. 

Si l’on donne à une valeur constante, cette droite a une enve¬ 
loppe £3, dont l’équation s’obtient par l’élimination de z, t entre 
l’équation (2') et sa dérivée prise par rapport à 3 /( ou 

/ r) \ éA;34 

(0) — = O. 


OZ-U 


On peut ainsi construire les enveloppes C :i correspondant aux 
diverses valeurs de ^ ;i . 

De même, l’élimination de entre l’équation (2 ) et 


U) 


O 


oz-> 


permettrait de construire les enveloppes C-, correspondant aux 
diverses valeurs de c 4 . 

O11 voit, dès lors, que l’équation (E) ci-dessus exprime simple¬ 
ment qu 'une tangente commune aux courbes et passe par 
le point (z^ Zo). 

Fis* 128. 



Le nomogramme comprendra (fig- 128) : i° le réseau dés parallèles 
aux axes, défini par les formules (1) et servant à déterminer les points 
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(^5 2 ° le système des enveloppes t»; 3° celui des enve¬ 

loppes C u . 

Si, par exemple, z t , z 2 , £3 étant donnés, on veut avoir z, n on fait 
passer par le point {z^, z 2 ) un index, posé sur le nomogramme , 
que Von amène à être tangent à Venveloppe C 3 , et on lit la cote 
de Venveloppe C /t qui se trouve en contact avec cet index. 

Lorsque les enveloppes et C,, se réduisent à des points, on 
retombe sur une variante de la méthode des points alignés. 

Soit, par exemple, l’équation complète du troisième degré 


Posons 


z z ■+• n z~ h- p z - 4 - q = o. 
x = \xp, y = \xq, 


équations qui définissent un quadrillage métrique parallèle aux axes. Il vient 
ensuite 

xz +y -+- p(^ 3 -+- nz z ) = o. 

Lorsque, laissant n fixe, on fait varier z~ dans cette équation, on obtient une 
enveloppe C n dont l’équation peut s’écrire immédiatement, puisque c’est la 
condition pour que l’équation ci-dessus ait une racine double en z. 

La voici : 

27 [J iy 2 -+- 4# 3 -+- n (4 n 2 p. 2 y — n \xx 2 — 18 \xxy) — o. 


Cette équation définit des cubiques cuspidales (unicursales, de la troisième 
classe) passant par l’origine, où elles sont tangentes à Ox. 

Quant aux enveloppes C-, obtenues en faisant varier n dans l’équation ci- 
dessus, z restant fixe, on voit, puisque, dans ces conditions, la droite corres¬ 
pondante reste parallèle à une direction fixe, qu’elles se réduisent à des points 
à l’infini. 

Pour une direction donnée, la valeur de z est le coefficient angulaire de 
cette direction, changé de signe. On pourra donc définir ces diverses direc¬ 
tions au moyen d’un transparent sur lequel seront marquées, en plus des axes 
Ox' et O'y’, des droites issues de l’origine et cotées ûu moyen de leur coef¬ 
ficient angulaire changé de signe. 

L’usage du nomogramme sera alors le suivant : 


Les axes O'x' et O'y' étant maintenus parallèlement à Ox et O y, on 
place Vorigine O' du transparent en coïncidence avec le point (p, q) du 
quadrillage. Les racines z de l'équation sont alors les cotes des 
droites du transparent qui se trouvent en contact avec la courbe 
cotée n ( 1 ). 


(*) Pour éviter l’usage du transparent, on pourrait appliquer une transformation 
homographique ramenant à distance finie la droite de l'infini du nomogramme ci- 
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108 . Trajectoires des contacts. — Reprenant le type de nomo¬ 
gramme général du numéro précédent, considérons-y une des enve¬ 
loppes é'i et menons les tangentes communes à cette courbe et à cha¬ 
cune des enveloppes C :i . Le lieu des points de contact de ces 
tangentes et des courbes sera une certaine courbe C, qui pourra 
être dite trajectoire des contacts z !t pour le système (z-j. 

L’équation de cette trajectoire est bien aisée à obtenir; elle résulte 
simplement de l’élimination de z entre les équations (2 ) et ( 3 ) du 
numéro précédent. En effet, ces équations sont celles de deux droites 
passant par le point de contact de la droite (s,,, z j) avec son enve¬ 
loppe C- j. bar suite, l’élimination de ; ;t donne bien le lieu de ce point 
correspondant à une valeur fixe de 

Cette trajectoire 5 -, étant tracée et cotée au moyen de la va¬ 
leur correspondante de ^j pourra, au point de vue de l’usage du 


Fig. 129. 



nomogramme, remplacer la courbe C, n qu’il n’y aura partant plus 
besoin de tracer. L’emploi du nomogramme sera alo.rs le suivant 

{fig- l 2 9 ) : 


dessus, celle, par exemple, qui est definie par les formules 


y 

y' — a 


x 


X 


y — ci 


et qui fait correspondre à la droite de l’infini la droite y'—a. Aux différentes valeurs 
de 5 correspondraient alors des points cotés sur cette droite. Le réseau (p, cj) serait 
constitué par des droites (/») issues du point x' = o, y' = a, et des parallèles (q) 
à Ox, et l’on aurait les racines de l’équation en lisant les cotes des points où un 
index, passant par le point {p, q), viendrait couper la droite y'= a, lorsqu’il aurait 
été amené à être tangent à la courbe cotée ( n ). 
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Etant données z il z 2 -, z 2 , on fait passer par le point Çz^. z 2 ) du 
quadrillage un index cjue don amène ci être tangent à la 
courbe (^ 3 ). La cote de la courbe (z.f passant par le point de 
contact fait connaître la valeur de z, t cherchée ( 1 ). 

Le principe de ce mode de représentation nous a été, sous forme 
de l’exemple particulier cité plus bas, communiqué par M. B. Pala- 
dini. 

Suivant que les courbes ou les courbes seront plus simples à cons¬ 
truire, on aura recours aux unes ou aux autres. Par exemple, dans le cas de 
l’équation complète du troisième degré, envisagé à la fin du numéro précédent, 
les courbes C z se réduisaient à de simples points, tandis que les courbes 
seraient assez compliquées. Voici, par contre, un exemple, celui même que 
nous devons à M. Paladini, où l’emploi des trajectoires S comporte une réelle 
simplification. Il s’agit de l’équation 

» 

{1) n sin ( a -f- o> ) -H m sinw—sina—o, 

rencontrée par M. Pesci dans un Mémoire sur la Cinématique navale cité plus 
baut (-), et qui sert à déterminer 10 en fonction de m, n et a. 

Si nous posons, en appelant u. un module quelconque, 

(2) x — \xm. y — \ xn i 

nous avons les droites à doubles enveloppes et définies par l'équa¬ 
tion 

( 3 ) - y sin (a to) -h x sin w = p, sin a. 

La dérivée de cette équation, prise par rapport à w, est 
•(4) y cos (a -b m ) -f- x cos m — o. 

Retranchant cette équation, multipliée par sinw, de la précédente, multi- 


O II convient de remarquer qu’un tel nomogramine, à l’encontre des précédents, 
ne se prête pas également bien au choix de l’une quelconque des variables comme 
iuconnue. Si, par exemple, c’est z 3 que l’on cherche, il faut trouver la courbe z 3 , 
dont la tangente, en son point de rencontre avec la courbe z, n passe par. le 
point (z i 1 jz 2 ) 1 ce qui ne peut se faire que par tâtonnement. Il est vrai que, dans un 
grand nombre de cas de la pratique, c’est toujours la même variable qui est prise 
pour inconnue. Il suffit d’adopter celle-ci pour z k . 

( 2 ) Rivista marittima , mars 1898. 

M. Pesci a publié dans le même Recueil ( décembre 1896, mars 1897, juillet 1897, 
■octobre 1898) une série intéressante de Notes relatives, comme celle ici spécialement 
visée, à l’application de la méthode des points alignés à divers problèmes soulevés 
par l’art de la navigation. 
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pliée par cosco, nous avons, apr<js suppression du facteur commun sina, 

( 5 ) y — |jl cos — o. 

L’élimination de to, par addition des carrés (3) et ( 4 ), donne 
(6) x- H- y ' 2 -+- 2 xy cos a = p 2 sin 2 a. 


Telle est l’équation des enveloppes qui sont des coniques faciles à cons¬ 
truire, comme on le verra plus bas. 

On trouverait de même pour les enveloppes 0 fl > un autre système de co¬ 
niques. Mais l’élimination de a entre ( 3 ) et ( 4 ), qui se trouve effectuée 
dans ( 5 ), fait connaître les trajectoires et l’on voit, d’après ( 5 ), que ce 
sont des droites parallèles à O x. Il sera donc plus simple ici de recourir à ces 
trajectoires plutôt qu’aux enveloppes C M . 

Pour construire les ellipses £ a , il suffit de remarquer que, si l’on, prend 
pour axes de coordonnées les bissectrices Ox { et O y t des angles des axes 
primitifs, l’équation (6) devient 



Autrement dit, si, sur le cercle de centre O et de rayon p/2, on prend le 

point A tel quejUiOA = -> les demi-axes de l’ellipse £ a sont les projections 
de OA sur et OjKi- 

Quant aux droites on peut les prendre superposées aux droites 

cotées 71, la cote m de chacune d’elles étant donnée par celle du point où elle 
rencontre le cercle de rayon p ^qui n’est autre que gradué comme un 

rapporteur à partir de Ox. 

En pratique, m et 11 varient de 0,1 en 0,1 entre o et 2, a entre o° et 180°, 
et (o entre o° et 36 o°. 


109 . Nomogrammes à points coplanaires. — Bien que cela s’écarte un 
peu de notre sujet, qui vise la représentation plane des équations, c’est ici le 
lieu de faire connaître une curieuse extension à l’espace du principe des points 
alignés, sous forme de points coplanaires, dont M. A. Adler (Q d’une part, 
M. R. Mehmke ( 2 ) de l’autre, ont eu séparément l’idée. 

Si nous reprenons les exemples donnés dans les n 0s 104 et 105 , nous voyons 
que des équations de la forme 

<0 f(z)-^ n g{z)- 3 ï-ph(z)y-qk(z) = o 

(') Wienei' Berichte, t. XCIV, 2 e section, p. 4 o 4 - 

( 2 ) Zeitschrift fur Mathematik und Physik , t. XLIII, p. 338 . 
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ont été représentées par l’alignement des points à une cote 

(P) u = >j. [ p , 

( q) v = [0-2 q 

et du point à deux cotes 

( ^ ) tl [ 0-2 /l ( -3 ) — (— V [ 0-2 À' ( Z ) —[Jt. j [J -2 [ / ( 3 ) -h n <?(*)] = o. 

Si nous prenons maintenant un système de coordonnées parallèles dans 
Vespace (*), nous voyons que l’équation (i) exprime que le plan dont les 
coordonnées sont 


(*)' 
(pY 
(9 Y 


U = [ 0 ,/ï, 
e = ix, p, 
w = iMq, 


passe par le point M dont l’équation est 

( s 'f u : J -2 y-:} g(z ) -+* v y-i [ 0 -i h ( 3 ) -+- O- [J., [0.2 ( 3 ) -+- [o.j [o., y :i f(z) = O. 

Ce point a pour projection, parallèlement aux axes Am, Bp, Cm, sur le 
plan ABC des origines, le point m, baryeenlre des points A, B, G respecti¬ 
vement affectés des coefficients ;o., ;j. 3 g( 3 ), [0.3 p-j h ( 3), [0j ;o. 2 /»:( 3), et sa dis¬ 
tance /?oM à cette projection, comptée, parallèlement aux axes, est 


ni M 


_ — ;^i y* na/O) _ 

y 2 y-.i g(z ) H~ ;o-:j [Oj h (3 ) -+- [o, 1 jju k(z ) 


Lorsqu’on fait varier 3, le point m décrit sur le plan ABC une certaine 
courbe y et le point M engendre, sur le cylindre qui passe par celle courbe y 
et a ses génératrices parallèles aux axes, une courbe F sur laquelle 011 peut 
marquer un certain nombre de ses positions en inscrivant à côté les valeurs 
de 3 correspondantes. O11 obtient ainsi le système des points cotés (3) de 
l’espace, distribués sur une certaine courbe gauche F. 

Dès lors, pour avoir les valeurs de z correspondant à des valeurs 
données de m, />, <7, il su ffit de couper la courbe F par le plan déterminé 
par les points cotés m, p, q respectivement sur les axes Am, Bp, Cm, et de 
lire les cotes des points ainsi obtenus sur F. 

Pour réaliser le plan (n, p, q ) dans l’espace, on peut tendre un 111 entre 
les points n et q de Am et de Cm, et amener un oeilleton o, fixé à un cur¬ 
seur c mobile le long de Bp, en coïncidence avec le point p . Ln regardant 
alors par cet œilleton, on lit les valeurs de 3 aux points où le (il semble 
couper la courbe F. 


(0 Voir au sujet de ces coordonnées notre Cours de Géométrie pure et appliquée' 
de l'Ecole Polytechnique , t. I, p. 20. 
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La figure i 3 o représente l’instrument construit, d’après ce principe, par 
M. Mehmke pour la résolution de l’équation com Pi ètc du troisième degré 

—j— Tl Z^ + p Z —J— q — O. 

Si l’on-suppose l’équation pourvue d’un terme de plus 

f(z) + m g(z) -h n h(z) -h p k(z) q /(s) — o, 

Fig. i 3 o. 



on peut, pour chaque valeur de m, traiter l’équation comme il vient d’être 
dit. À chaque valeur de ni correspond ainsi une courbe F qui peut être cotée 
au moyen de cette valeur de m. Les diverses courbes gauches T ainsi obtenues 
et qui constituent le système ( ni ) sont, d’ailleurs, toutes situées sur un même 
cylindre, attendu que la courbe y, projection de T sur ABC, ne dépendant 
que des trois derniers termes de l’équation, est la même quel que soit ni. On 
pourra donc les tracer toutes sur ce cylindre en marquant également les 
génératrices de ce cylindre correspondant aux diverses valeurs de z. Pourvu 
alors que le cylindre soit constitué par une matière transparente, comme le 
celluloïd, à travers laquelle on pourra, de l’œilleton, voir le fil tendu, on aura 
le moyen d obtenir les valeurs de z correspondant à des valeurs données 
de m, n, p , q. Un tel monogramme pourrait être construit pour l’équation 
complète du quatrième degré. 


d’oc AC N i: 
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III. — Applications diverses de la méthode des points alignés (!). 


A. — Calcul des profils de remblai et de déblai ( 2 ). 


110. Rappel des formules. Distinction des cas. — Représen¬ 
tons par : 


5 la cote du sol naturel, prise avec son signe, par rapport à la plate¬ 
forme (remblai, signe —; déblai, signe -J-);' 

9 la déclivité transversale (tangente de l’angle sur l’horizon) du sol 
naturel, prise avec le signe ou avec le signe —, suivant que, à 
partir de l’axe, dans le demi-profil considéré, le sol est en rampe 
ou en pente ; 

b la d emi-largeur de la plate-forme; 

h' cette demi-largeur augmentée de la largeur du fossé ; 

t le talus des remblais, pris en valeur absolue; 

t 'le talus des déblais, également en valeur absolue ; 

F l’aire de la section du fossé ; 

œ son périmètre (somme de la largeur au plafond et de la longueur 
des deux talus ) ; 

R l’aire du remblai; 

D l’aire du déblai; 
e la largeur d’emprise ; 
l la longueur du talus. 


Posons, en outre, 

bt — a, b' t' = a ', 

y/ i H— t 2 = x, y/1 h- t 2 — x , 



b ' 2 /' 

.. .. _p — 

2 ’ 

&V- ? = Ê\ 


et considérons les quantités s, A, <7, s', a', <t, y définies par les 


(') Telle est l’importance prise aujourd’hui dans la pratique par cette méthode 
qu’il a paru utile d’en développer à part plusieurs applications d’une certaine 
ampleur, indépendamment de celles déjà choisies pour exemples au cours de l’exposé 
théorique de la méthode. 

( 2 ) Résumé du Mémoire 0.19 où sont donnés de plus grands détails sur les très 
nombreuses variantes antérieurement proposées par divers auteurs de la solution 
entièrement générale ici envisagée. 
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formules 



a — z 

(,) £ =<H-e’ 

(0 

, a' -h z 

£ “ t' — 0 9 

X H- (3 _ a — s 
( ’ - f-M ’ 

(*') 

V -h (3' a’ - t- ^ 

x' “ t'— 0 ’ 

(3) , + c= (a - Z l\ 

’ 2 ( t —0) 

(4) T = a | 0 | ’ 

(3') 

, _ («'-+- -s) 2 
2(r— ô)’ 

| 9 | désignant la valeur absolue de 9. 


. 


Remarquons d’ailleurs que les formules (i) et (3) d’une part, (V) 
et (3') de l’autre, nous donnent encore 


e(a — z) 

a h- c = — - - , 

2 

, , , £'(«'+- 5 ) 

J -f- c — —--• 

2 

Tous les cas à considérer sont alors au nombre de quatre, pour 
lesquels les demi-profils ont été représentés sur la ligure 1 3 1 ( 1 ), et les 


Fig. i3i. ■ 



résultats relatifs à ces quatre cas peuvent se résumer dans le tableau 


(3 dis) 
(3' dis) 


(>) Les cas V et VI envisagés dans le Mémoire 0 . 19 , conformément à un usage 
ancien, n ont, en réalité, aucun intérêt pratique. 
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ci-dessous ( 1 ), où les résultats sont exprimés en fonction des quan¬ 
tités calculées au moyen des formules précédentes : 

I. Demi-profil simple en remblai (z o, z bty << o), 

e = s, / ï= X, R = a, D = o ; 

II. Demi-profil mixte en remblai (z >* o, ^ -f- bü o), 

e = e, l — X, R = <t h- y, D = y ; 

à 

III. Demi-profil simple en déblai (z o, ^ -f- b() )> o), 

e = é, l = X', R = o, D = <x'; 

I\ . Demi-profil mixte en déblai (^ << o, .j-j- X6 >> o), 

* = e\ / = X', R = y, D = <t'h- t . 

111. Solution générale par lignes concourantes. Variantes 
diverses. — Laissant à part la formule (4) dite du terme complé¬ 
mentaire -, facile à représenter, nous envisagerons les deux groupes 
de formules (i), (2), (3) dites du remblai , (V), (2 ), (3'). dites du 
déblai. Remarquons d’abord que dans chacun de ces groupes les for¬ 
mules à représenter se réduisent à deux : ( 1 ) et (3), ou ( 1 ') et (3 ), 
puisque le rapprochement de ( 1 ) et (2), ou de (V) et (2 ), donne 

X = sx — [j, X' = z z — [5', 

qui montrent que, sur le nomogramme donnant s ou s', il suffit d’accoler 
à l’échelle (s) ou (s') une échelle (X) ou ()/), puisque 7, (3, t , sont 
des constantes. 

Occupons-nous du groupe formé par ( 1 ) et (3), par exemple. Ce 
qui va en être dit pourrait être répété sans modification pour le 
groupe de ( i ) et (3 ). 

Le problème nomographique qui se pose est de réaliser une repré¬ 
sentation commune de ces formules ( 1 ) et (3), associant les systèmes 
cotés (e) et (c) autant que possible aux mêmes systèmes (z) et (G), 
ces quatre systèmes étant amenés à la plus grande simplicité pos¬ 
sible. 


(‘) Nous renvoyons, pour les démonstrations, à nos Leçons sur la Topomëtrie 
(n° 81). 
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Voyons tout d’abord comment ce problème se résoudrait par la 
méthode des lignes concourantes. Pour représenter la formule (i) par 
le concours de droites appartenant respectivement à trois systèmes, 
de la façon la plus générale, on poserait 



ft U 

1 + 0 “ w ’ 



U, V, W étant trois polynômes du premier degré en x et y quel¬ 
conques, mais toutefois linéairement indépendants. Dans ces condi¬ 
tions, conservant pour (z) et ( 9 ) les mêmes systèmes, on aurait 
pour (<r) le système 


a(® + c) = 


UW 
V 2 ’ 


composé de coniques. Pour que le nomogramme donnant (t) ne fût, 
lui aussi, composé que de droites, on devrait donc ne garder qu’un 
seul des systèmes (z) ou ( 9 ) précédents et recourir pour le second à 
un système différent, prendre, par exemple, 


a 


U 

V 


_ . u 

\J t -+- 6 = — , 


ce qui donnerait pour le système (<y) 


v/ 2 (cr + c)=^. 

La plus ancienne solution rentrant dans le premier type est celle 
de Davaine ( *), que l’on obtient en prenant 

u=*, V = I, \\=y,' 

% 

ce qui donne les systèmes 


(*) 

a — z = x : 

(0) 

t -h 0 = -, 

y 

D) 

*<=y> 

(<0 

xy 

(j c = —— 

O 


Le nomogramme correspondant, sur'lequel, ainsi qu’il a été dit ci- 


( 1 ) Mémoires cle la Société des Sciences de Lille. 1 845 . 
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dessus, l’échelle (s) se double d’une échelle (X), est représenté sché¬ 
matiquement par la ligure 1 S 2 . 


Fig. i3a. 



Les autres solutions connues, reposant sur l’emploi de droites con¬ 
courantes, rentrent toutes dans le second type de solution susmen¬ 
tionné moyennant certaines particularisations des fonctions liné¬ 
aires U, V, W, T ( < )* 

C’est grâce à l’emploi de son anamorphose logarithmique (n° 26) 
que Lalanne a pu transformer la table graphique de Davaine en une 
autre où les systèmes (e) et (a-) sont associés aux mêmes systèmes (z) 
et (G), mais ces^quatre systèmes étant cette fois tous rectilignes. 11 lui 
a suffi pour cela, ayant mis les formules ( 1 ) et (3) sous la forme 


(1 bis ) 

( 3 bis ) 

de poser 

<*)' 

( 6 ) 


logs = logO - z) — loge -4- 9), 
log(ff-t- c) H- Jog 2 = 2 I O g ( a — z) — log(/-+- 6), 


x -+- y — 2 I og ( ci — z), 
y = log(/ h- 0 ) 


(*) Nous renvoyons ici, pour le détail, au Mémoire 0.19 
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pour obtenir 

(S) x — y r= 2.loge, 

(a) X = Iog'(<7 -f- c) -h log'2, 

d’où le nomogramme représenté schématiquement par la figure i33, 
sur lequel l’échelle (s) a encore été doublée d’une échelle (à). 


Fig. 133. 
(A) 



La construction de ce nomogramme se trouve grandement simpli¬ 
fiée par rapport à celle du graphique de Davaine du fait nu’il ne com¬ 
porte que des droites, alors que, sur le premier, figuraient des hyper¬ 
boles équilatères; mais le mode d'emploi en reste le même : on prend 
Le point de rencontre des lignes cotées (z) et (9) et on lit les cotes 
des lignes (e ) et (a-) passant par ce point de rencontre. 

Un tel nomogramme étant construit pour le groupe du déblai 
comme pour celui du remblai, et complété par celui du terme com¬ 
plémentaire, qui peut se construire de la même façon quand la for¬ 
mule (4) (n° 110) de ce terme a été mise sous la forme 

logv + loga = alog s,— log| 6 [, 

on voit que, pour des valeurs données de - et 9, le nomogramme du 
groupe de même nom (remblai ou déblai) que le demi-profil consi¬ 
déré fait, dans tous les cas, connaître la largeur d’emprise et la lon¬ 
gueur de talus; il fournit également, à lui seul, l’aire lorsque le demi- 
profil est simple ; si le demi-profil est mixte, il y faut, pour l’aire. 
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ajouter la lecture faite sur le nomogramme du terme complémen¬ 
taire. 

Il va sans dire que les inconvénients inhérents à la méthode des 
lignes concourantes, signalés au n° 29, sont, dans ce cas, particu¬ 
lièrement sensibles, en raison de Fentre-croisement, sur le tableau, de 
quatre systèmes de droites. Il est vrai que ces droites étant parallèles 
dans chaque système, on peut user ici du procédé du transparent à 
index concourants (à quatre index au lieu de trois) (n° 30) ('), ce qui 
donne le type de nomogramme représenté par la figure 1 34. On peut 
même ne se serv ir que d’un transparent à trois index si l’on a recours 
au principe des abaques hexagonaux; mais, dans ce cas, on doit user, 
pour le calcul de s et celui de a-, de deux échelles { z) distinctes, 
puisque l’invariabilité du module sur les échelles d’un tel abaque 

Fig. i3 4 . 



oblige à avoir des échelles différentes pour log(« — z) e t alog(a — z). 
On obtient, dans ce cas, le dispositif représenté schématiquement sur 
la figure i35. Mais c’est incontestablement la méthode des points 
alignés qui fournit, ici encore, la solution la plus pratique ( 2 ). 

112. Solution par les points alignés. — Occupons-nous d’abord 


(') Un tel artifice a été appliqué aux abaques mêmes de Lalanne par M. Blum 
( Annales des Ponts et Chaussées , i cl ' sem. 1881 , p. 4 r >5). 

( 2 ) On trouvera par la suite (n os .129, 134, 142) l'indication de quelques autres 
procédés nomographiques de calcul des profils de terrassements. 
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des formules du groupe du remblai, mises sous la forme 
(0 log£ = logftf — z) — log(£ 4- 6), 

(2) ' X = 

(3) log(<7 4- c) 4 - log 2 = 2 log(a — z) — log( t 4- 6). 

Nous poserons ici, en supposant les graduations logarithmiques 

Fig. i35. 

^ 0 ) 



o 


portées sur Am et B v avec un même étalon dont le module est pris 
pour unité de longueur, 

(z) u=z\o%(a — z), 

(0) r =—log(£ 4- 0), 

ce qui, porté dans (i) et (3), donne 

(0 
( T ) 

L’équation (e) définit une échelle logarithmique, portée avec un 


Il 4- V — logé, 

2 U V — Iog(<7 4“ C) 4- log 2 . 
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module réduit à la moitié du premier sur la parallèle équidistante 
de Au et Be, l’équation (<r), une échelle logarithmique portée avec 
un module réduit au tiers du premier (’) sur la parallèle aux axes 
divisant l’intervalle de Au à Be dans le rapport de i à 2 . 

Pour la mise en place des échelles, une fois construites les échelles 
(s) et (9) entre les limites voulues par l’application que l’on a en vue, 
il suffit d’obtenir un point, sur chacun de leurs supports, des échelles 
(s) et (<t). Or, si l’on se reporte aux formules ( 1 ) et (3) du n° 110, on 
voit que, pour 3 = o et 9 = o, on a s = b et <x — o. Les points cotés 
au moyen de ces deux valeurs fixeront la position des échelles de logs 

et de log(a-—|-c), portées avec les modules - et ~ sur leurs supports, 
respectifs. 

Une fois l’échelle (s) construite, on lui accole (de l’autre côté du 
même support) l’échelle (X) en se servant de la relation ( 2 ) qui lie 
les valeurs correspondantes de s et X. » 

Tout ce qui vient d’être dit pour le groupe du remblai peut être 
répété pour celui du déblai, à cette seule différence près que, pour 
ô = o et 9 = o, 011 a ici £ = b ! et cr = K. 

Quant à la formule du terme complémentaire mise sous la forme 

(4) logy -+-1 o g 2 = 2logs — log| 0 |, 

on la représente de même en portant sur deux axes parallèles, avec 
les modules 2 et 1 , les échelles de log .3 et de —log(9), et sur la 
parallèle équidistante de ces deux axes, l’échelle de logy avec le 

module - • 

•2 

C’est ainsi qu’avec les données 

b — 5 ,n , b'— 6 "', 5 o, t ^ , t'~ 1, F = o' n , 5 , o = 1 n * 2 ,91, 

ont été construits les trois nomogrammes réunis sur la figure i36. 

Il était intéressant d’obtenir, sur les nomogrammes eux-mêmes, la 


(*) C’est principalement en vne de cette application que la maison Tavernier-Gravet 
a, sur nos indications, gravé, sur une même règle de buis, des étalons logarithmiques 

dont les modules sont proportionnels à 1 , — et L La même règle porte aussi un 

J 

étalon de module proportionnel à a, en vue de la construction du nomogramme du 
terme complémentaire indiquée un peu plus bas. 
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li gu ration des conditions limites définissant les cas où l’on doit 
recourir a l’un ou à l’autre d’entre eux, afin d’éviter toute hésitation 
dans leur emploi lorsqu’on se trouve dans un cas mixte (car, pour les 
cas simples, une telle hésitation ne saurait se produire). 

Pour la distinction du cas simple et du cas mixte dans chaque 
groupe, aucune difficulté. Si’l’on se reporte, en effet, au n° 110, on 
voit que cette distinction tient seulement au signe de r. Donc, selon 
que l’index coupe l’échelle (z) d’un côté ou cle l’autre de son point 
coté o, on a affaire au cas simple ou au cas mixte, le cas mixte étant 
caractérisé par le ^ positif pour le groupe du remblai, le ; négatif 
pour celui du déblai. 

Quant à la distinction entre les deux groupes, elle tient au signe 
de ^ -b 6 8. Voyons comment sont déterminées les positions de l’index 
pour lesquelles 

,Z —\~~ l) 6 ZZZ O y 


et d’abord le cas du remblai. 

Les distances des points cotés ^ et 8 aux points cotés o sur leurs 
axes respectifs sont données par 


«o = log ( a — z) — log a = I og^ 1 


a 


log 


c„ = 


log( t G ) -4- log t = — log ( 1 


Lorsque 3 = — b 8, on voit que 



u 0 —— v 0 . 

Par suite, les positions limites de l’index passent toutes ^ 
de la droite joignant le point z = o au point t = o, c’est-à-dire par le 
point 1 = b (ce que l’on pouvait prévoir a prioj'i). On sera bien dans 
le cas du remblai si l’index passe au-dessus du point £ = b ; sinon, on 
doit se reporter au nomogramme du déblai. 

Dans le cas du déblai, on a de même 

“» =l °s('+ f) = l0 «( ,+ ^)’ 

C 3 = — log^i— 

Pour les positions limites de l’index, correspondant à ^-j-68 = o. 
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on a donc 

60 \ 

Fl') 


ou si, ce qui est pratiquement le cas, la quantité -, est assez petite 
pour que son carré soit négligeable, 

60 

no _ _ 6V _ _ b_ 
c 0 0 6' 

7 

Donc les positions limites passent ici très sensiblement par le point 
divisant la distance du point z = o au point 8 = o dans le rapporl 
de b à b'. 

Ces deux points limites étant marqués sur les nomogrammes cor¬ 
respondants, si l’on tire au-dessous de chacun d’eux une parallèle 
aux axes, dite barre d’arrêt, et si l’on joint chacun d’eux au point 
z = o correspondant, par une ligne, en traits interrompus, dite du 
terme complémentaire, on voit que les conditions limitatives expri¬ 
mées par les inégalités du n° 110 reviennent à dire que : 

i° On doit se servir du nomogramme de groupe, sur lequel la 
position de Vindex répondant aux données ne rencontre pas la 
barre d’arrêt; 

2 ° Si cette position de l’index rencontre la ligne du terme 
complémentaire , c’est que l’on est dans un cas mixte et que ce 
terme complémentaire doit intervenir. 

L’ensemble des nomogrammes ainsi constitués est représenté sur la 
ligure 1 36- 

B. — Résolution générale des triangles sphériques (*). 

113. Cas ci considérer. — Si l’on désigne, dans un triangle sphé¬ 
rique, les côtés par a , b , c et les angles opposés par A, B, C, ces six 
éléments étant exprimés en fractions (degrés ou grades) de la cir- 



(*) Extrait de 0.59. 
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conférence, les problèmes concernant la résolution des triangles 
sphériques, tels qu’ils se présentent en Astronomie, Géodésie et 
Navigation, sont ordinairement renfermés dans l’énoncé général que 
voici : 

Etant donnés trois des six éléments a , &, c, A, B, C, trouver 
un seul des autres , nettement spécifié. 

Il convient de noter que, contrairement à ce qui se rencontre dans 
les traités classiques, cet énoncé comporte la recherche à'un seul des 
éléments inconnus, et non des trois. 

Cette distinction est essentielle au point de vue de la solution par 
les méthodes nomographiques. Ainsi qu’on le verra par la suite, 
l’énoncé ci-dessus exige que l’on dispose de trois nomogrammes 
distincts, tandis que, si l’on doit déterminer non pas un seul des 
éléments inconnus, mais les trois, dans un ordre, au reste, non 
imposé d’avance, un seul nomogramme suffit. 

S’il ne s’agit d’obtenir qu’un seul des éléments inconnus, comme 
cela a lieu dans maintes applications à l’Astronomie, il convient de 
considérer la disposition du système de quatre éléments, constitué 
par les trois éléments donnés et celui qui est inconnu. 

Cette disposition peut être l’une des trois suivantes : 

i° Deux couples d’éléments contigus séparés l’un de l’autre par 
deux éléments non intervenants, tels que A, b et B, a. Une sem¬ 
blable disposition sera désignée par le symbole (2, 2). 

2 ° Trois éléments contigus et le quatrième isolé de ce groupe, par 
conséquent opposé à celui des éléments qui se trouve au milieu du 
groupe, par exemple />, A, c et a. Une telle disposition sera désignée 
par le symbole (3, 1). 

3° Quatre éléments contigus comme C, «, B, c. Une telle disposi¬ 
tion sera désignée par le symbole ( 4 ). 

A ces trois dispositions correspondent respectivement les formules 

(1) sia A sin b — sin a sin B, 

( 2 ) cosa = cosê cosc -h sin b sine cos A, 

(3) cosa cos C = sin a cote — sinBcotC, 

dans chacune desquelles l’un quelconque des quatre éléments peut 
être pris comme inconnue. Dans le cas (3, 1), si l’élément isolé est 
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un angle, au lieu d’un colé comme cela a lieu pour la formule ( 2 ), 
il est nécessaire d’appliquer la formule au triangle supplémentaire en 
remplaçant a , /y, c, A par tc — A, tz — B, tz — C, tz a. 

Il est aisé de voir que, si l’on se donne trois quelconques des six 
éléments d’un triangle, on peut toujours leur associer l’un des trois 
autres, de façon à obtenir une disposition ( 3 , 1 ). 1 ne fois ce premier 
élément déterminé par l’application de la formule ( 2 ), 011 peul encore 
constituer une disposition ( 3 , 1 ) pour chacun des deux éléments 
restants en l’associant convenablement à trois autres pris parmi ceux 
qui sont déjà connus. Il en résulte qu’au moyen de la seule for¬ 
mule ( 2 ) on peut obtenir la résolution complète du triangle (*). 

Mais si, en vue de certaines applications à l’Astronomie, on ne se 
propose de déterminer directement qu un seul des trois éléments 
inconnus, sans avoir à passer par l’intermédiaire d’aucun des autres, 
on doit n’avoir recours qu’à la formule particulière qui correspond à 
la disposition constituée par les trois éléments donnés et l’élément 
inconnu. Donc, la résolution nomographique directe, dans tous les 
cas possibles, exige trois nomogrammes correspondant aux trois 
formules fondamentales ci-dessus données. 

Avant de passer à la construction de ces trois nomogrammes, il 
convient de faire une remarque spéciale relative aux formules appli¬ 
cables au triangle rectangle. Supposons que deux des éléments 
(autres que l’angle droit) d’un tel triangle soient donnés. Pour en 
déduire un troisième, cl un seul, nous n’avons qu’à considérer la 
disposition formée par ces trois éléments et l’angle droit, cl à 
appliquer la formule appropriée à cette disposition dans le cas 
général. 

Par exemple, si nous voulons connaître la relation entre* l’hypo¬ 
ténuse a, l’un des côtés b et l'angle compris C, nous reconnaissons 
que la disposition formée par ces trois éléments et F angle droit A est 
de celles désignées ci-dessus par ( 4 ). Une permutation circulaire de 
la formule (3), qui s’applique à cette disposition, donne 


cos b cosC = sin b cot a — sinC cot A, 


(') Ainsi qu’on l’a \ 11 au n° 103, on peut aussi — moyennant l'introduction, en 
certains cas, d’angles auxiliaires — effectuer cette résolution complète au moyen de 
ta grille trigonométrique. 
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qui, lorsqu’on tient compte de A = - , devient 


ou 


cos b cos G = si n b cota 
tang& = tanga cosC, 


formule classique; et de même pour les autres cas. 

Il est ainsi démontré que les trois nomogrammes appropriés aux 
formules (i), ( 2 ), (3) fournissent la solution complète de tous les 
problèmes en question. Il est vrai que d’autres formules, telles que 
les analogies de Neper, sont employées pour les calculs ordinaires ; 
leur raison d’être est alors de permettre de recourir, dans tous les 
cas, à un calcul logarithmique ; mais une telle considération n'inter¬ 
vient pas lorsque l’on fait usage des méthodes nomographiques. 


114. Nomo gramme pour la disposition (2, 2). — Pour obtenir 
un nomogramme de la formule ( 1 ) adaptée à la disposition (2, 2), il 
suffit de l’écrire sous la forme 

. , . sin a sin A 

II) - = - • 

sin b sin B 


La construction du nomogramme rentre alors dans ce qui a été 
dit au n° 95; on peut d’ailleurs l’établir par la Géométrie la plus élé¬ 
mentaire. 

Si, sur deux axes parallèles A 0 u et B 0 e (*), on porte, d’une part, 
les segments A 0 A et A 0 a proportionnels à sinA et sintz, et, d’autre 
part, en sens contraire, B () B et B 0 & proportionnels à sinB et sin&, 
l’équation précédente exprime que les droites AB et ab coupent la 
droite A 0 B 0 au même point P ( fig . 187 ). 

Gela suggère l’idée de construire deux échelles de sinus identiques, 
sur deux axes parallèles, avec les zéros en A 0 et B 0 et des gradua¬ 
tions de sens contraire, en vue de faire en sorte que ce point P tombe 
entre A 0 et B„. Les deux droites AB et ab coupent alors A 0 B 0 en 
un même point P. 

Supposons, par exemple, que A, B, a soient donnés et b à trouver. 


(' ) Afin d’éviter toute confusion, en représentant suivant l’usage par A et par B 
deux des angles du triangle sphérique, nous désignons ici respectivement par A 0 
et B 0 les origines des axes des u cl des v. 
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L’opération est la suivante : Les points dont les cotes sont A et B 
sur les deux échelles sont joints par une droite qui coupe A 0 B a 


Fig. i3 7 . 



en un point P; la droite joignant ce point P au point coté a sur 
la première échelle coupe la seconde en un point dont la cote 
est b. 

Nous avons tenu à montrer comment la Géométrie élémentaire 
permet d’exposer le principe de ce nomogramme, en raison de l’ex¬ 
trême simplicité du procédé; si l’on veut s’en tenir à la théorie géné¬ 
rale, il suffit de procéder comme suit : 

Appelant Ç la commune valeur des deux rapports ci-dessus, on a 


et si l’on pose 


sin a — Ç sin b , 


u — [J. s : n a , v — 


sin b. 


il vient, pour l’équation du point (Ç), 

Il -H V W — O y 

et de même avec A et B. Or, cette dernière équation représente les 
points de l’axe A 0 B^ des origines; c’est donc cet axe qui sert de char¬ 
nière. 
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Ho. Nomogramme pour la disposition (3, 1) ('). — Mettons 
la formule qui convient à ce cas sous la forme 

( 2 ) costt — sin b sin c cos A = cos&cosc. 

Pour obtenir sa représentation par un nomogramme à alignement, 
il suffit de poser, conformément à ce qui a été vu au n° 101 pour les 
équations du type (E), 

( 4 ) u = ocosa, v — — 3 cos A 

en prenant pour module le demi-écartement des axes A 0 u et B„e 
supposés ici perpendiculaires à A 0 B 0 . 

Ces équations définissent les graduations des axes A 0 « et B 0 e et 
donnent pour le réseau des points (6, c ) l’équation 

(5) u -t- v sin b sine = 8 cos b cosc. 

La symétrie de cette équation en b et c montre que les courbes (6) 
et les courbes (c) du réseau (6, c) sont les mêmes. Ce sont les 
courbes de cette famille unique qui, en se recoupant elles-mêmes, 
engendrent ce réseau. 

Proposons-nous d’abord de former l’équation des courbes du sys¬ 
tème obtenu par la variation de c. Nous avons à déterminer le lieu 
du point d’équation (5) lorsque c y est regardé comme variable. 
L’équation en u et v de ce lieu résulte de l’élimination de ce para¬ 
mètre c entre l’équation (5) et sa dérivée prise par rapport à c, c’est- 
à-dire 

(6) v sin6 cosc = — 8 cos6 sine. 

Faisant la somme des équations (5) et (6), après avoir multiplié, 
d’une part, la première par sine et la seconde par cosc, et, d’autre 
part, la première par cosc et la seconde par sine, on a les équations 

wsinc =— psin&, «cosc = 8 cos6, 

qui, élevées au carré et additionnées, donnent 

(7) «2 — sin 2 è -h 8 2 cos 2 
qu’on peut écrire 

( 7 ') « 2 _ S 2 = sin 2 6(u 2 — o 2 ). 


(') Donné pour la première fois dans 0.12. 
d’ocac.ne 


22 
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Sons la forme ( 7 ), l’équation montre que les courbes (b) sont des 
ellipses dont un axe est dirigé suivant la droite A 0 B 0 joignant 
les origines des axes A et B 0 e (*). Sous la forme ( 7 '), l’équation 
fait apparaître que ces ellipses appartiennent à un faisceau 
tangentiel comprenant les coniques dégénérées u -— 0 -— o, 
v' 2 —o 2 = o qui consistent chacune en un couple de points réels 
(u = d= 8 , v — ± 8 ). 

En d’ autres termes, les ellipses ( b ) sont toutes inscrites dans le 
quadrilatère formé par les quatre droites joignant chacun des 
points u = =L 5 à chacun des points v — ±1 o. 

Si, comme c’est le cas sur la figure i38 ( 2 ), nous prenons comme 
module de chacune des échelles des cosinus la moitié de la distance 
entre les axes A 0 u et B 0 p, ces axes étant perpendiculaires à A 0 B 0 , 
les points u = dz 0 , v = dz 0 forment un carré dont deux des côtés 
sont parallèles à A 0 B 0 . Ces deux côtés et les deux diagonales du 
carré constituent les quatre tangentes communes à toutes les 
ellipses (b ). 

Pour le tracé de ces ellipses, point par point, nous aurons recours 
aux coordonnées cartésiennes rapportées comme d’habitude aux 
axes Ox et O y pour lesquels l’origine O est le milieu A 0 B 0 , le sens 
positif de Ox confondu avec O'B 0 , l’axe Oy parallèle aux axes A,> u 
et By,e et de même sens. 

Avec ces axes, les coordonnées du point (ô, c) sont 

/(1 , r — si nb sine ôcosôcosc 

(h) X = — 0 -T- - -T-, y = -:- 7 - : - 

i + sinosntc i-Psinôsinc 


Notons que, si b et c sont compris entre O et tz, 

— 0 <7 os <C o 

et qne 

0 < C/< ^ ou — 0 << y < o 

suivant que ô et c sont tous deux du même côté ou de côtés difïe- 

x TC 

rents par rapport a - • 


( 1 ) Voir, pour une théorie complète des coniques en coordonnées parallèles, notre 
brochure : Coordonnées parallèles et axiales , Cliap. IV (Paris, Gauthier-Villars ; 
.885). 

( 2 ) Il convient de remarquer que les graduations d(' cette ligure supposent ici le 
sens positif de A 0 m et B 0 v, par suite aussi de Oy, pris de haut en bas. 
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Cette dernière remarque est importante en ce qu’elle donne le 
moyen d’éviter toute ambiguïté dans la correspondance entre les 



couples de valeurs de b et c et les points du réseau (b, c). L’équa¬ 
tion ( 7 ) montre que l’ellipse ( b ) ou (c) est la même pour deux 
valeurs supplémentaires de l’angle correspondant; en outre, les 
ellipses (b) et. (c) ont deux points communs symétriques par rapport 
à Ox dans la partie utilisée du réseau; mais la remarque ci-dessus éta¬ 
blit clairement que l’on doit prendre le point d’ordonnée positive ou 
négative suivant que b et c sont du même côté ou (le côtés différents 

. , T. 

par rapport a - • 

Supposons maintenant que b et c soient égaux on supplémentaires. 
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de telle sorte que les ellipses correspondantes coïncident. Par pas¬ 
sage à la limite, on voit que l’on doit prendre pour point (&, c ) sur 
le nomogramme celui des points de contact de l’ellipse unique avec 
les tangentes communes issues de O, qui a une ordonnée soit 
positive, soit négative. Dans chaque cas, en vertu de ce qui précède, il 
n’y,a pas la moindre hésitation à avoir dans le choix de ce point (/;, c), 
non plus que dans la détermination de la valeur d’un de ces angles 
lorsqu’un tel point et la valeur de l’autre angle sont connus. 

L’équation cartésienne de l’ellipse ( b ), dont ( 7 ) fait connaître 
l’équation en coordonnées parallèles, est facile à former. Des équa¬ 
tions ( 8 ) on tire sans difficulté 

o — î— x * 9 . y 

sin 6 sine =--, cos b cos c — -r— 1 - — ; 

0 — X 0 — X 


d’où, par élimination de c, 

(S-h a ?) 2 

sin 2 b 

OU 


cos 2 c 




(9) (0 h- x)- cos 2 b -+- 4y 2 sin 2 b — (8 — x) 2 sin 2 b cos 2 b. 

De cette équation, on déduit immédiatement que, pour x — — 0. 
on a y — dzocos/;, c’est-à-dire que l’ellipse (6) coupe l’échelle (a) 
portée sur A 0 u aux points cotés b el tz — b. 

11 convient aussi de remarquer que si, dans (7), on fait c = o, 
on a u — dz o cos^, ce qui signifie que les droites joignant les points 
cotés b et tz — b de l’échelle ( a ) au point B 0 sont tangentes à 
l’ellipse ( b) en ces points. 

Au moyen soit des formules (8), soit de l’équation (9), nous pou¬ 
vons construire les ellipses (b) [avec lesquelles, ainsi que nous 
l’avons précédemment observé, coïncident les ellipses (c)] par les 
procédés ordinaires de la Géométrie analytique. Mais un mode de 
construction plus simple et plus expéditif est fourni par la considé¬ 
ration de l’équation (2). En fait, d’après ce que nous avons vu, cette 
équation exprime l’alignement des points (a) de A 0 «, (A) de B 0 c 
et (b, c). Deux tels alignements obtenus pour (6, c ) par le calcul de 
deux couples simples de valeurs de a et A déterminent la position de 
ce point.(&, c). 

Or, la formule (2) montre que, po\ir A = o, nous avons a — b — c, 
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et, pour A = t:, a = b -|- c. Ces deux couples de valeurs de a et A 
déterminent des droites dont le point d’intersection eoïncide avec le 
point (&, c). 

De là, la construction suivante du système des ellipses ( b ) ou (c) : 
Les axes A 0 u et B 0 e portant les échelles (a ) et (A) définies par 
les f ormules (4) 5 on joint chacun des points A = o A = tî à tous 
les points de l'échelle ( a ) et Von obtient ainsi deux faisceaux de 
droites dont les mutuelles intersections se trouvent sur les 
ellipses (b). Pour que deux droites de ces faisceaux se coupent 
en un point de Vellipse (b), il est nécessaire et suffisant que la 
somme ou la différence des angles correspondant ci ces deux 
droites soit égale à ib. 

C’est par ce moyen qu’a été construit le nomogramme de la 
figure i38. Son mode d’emploi résulte dans tous les cas de l’énoncé 
suivant : 

Le point ( 6 , c ) étant celui des points d’intersection des 
ellipses .( b) et (c) qui est d’ordonnée positive ou négative suivant 

que b et c sont ou non du même côté pat' rapport à , les poin ts 
cotés (a), (A) et ( b , c ) sont en ligne droite. 

116. Nomogramme pour la disposition (4). — Écrivons la 
formule (3) relative à cette disposition sous la forme 

(з) cotcsina—cotC sin B = cosa cosB 

et posons, en prenant encore un module égal 3, 

(io) M = 5 cote, v— — ocotC. 

Ces fo rmules définissent les échelles portées sur les axes A 0 u 
et B 0 e et donnent pour le réseau de points («, B) l’équation 

(и) u sin a -+- p sin B = ô cos a cos B. 

Pour avoir l’équation en u et v de la courbe ( a ) résultant de la 
variation de B, il faut éliminer B entre cette équation et sa dérivée 
prise par rapport à B, c’est-à-dire 

(n) pcosB= — ocosasinB. 

Si l’on fait la somme de ces équations après les avoir multipliées 



t 


Ma chapitre y, 

respectivement d’abord par cosB et — sinB, puis par sinB et cosB, 
on obtient 

h sin a cosP> = S cosa, u sin« sinB =— ç, 

équations qui, élevées au carré et additionnées, donnent l’équation 
cherchée 

( ï3) w 2 sin 2 « = §2 G0S ? a 

ou 

(i> f ) (u" 1 ~ a-) sin 2 « = r 2 -h 8 2 . 

Sous la forme (12), l’équation montre (jue les courbes (a) sont 
des hyperboles dont uji des axes est situé sur A 0 Bo, et, d’après la 
forme (i 3 ), il est évident que ces hyperboles forment un faisceau 
tangentiel comprenant les coniques dégénérées u 2 -f- o 2 = o, 
e~ -f- o 2 — o, qui consistent chacune en un couple de points imagi¬ 
naires ( u =z zd oi et r —- ± oi). 

En d’autres termes, les hyperboles (a) sont toutes inscrites dans 
le quadrilatère forme par les quatre droites joignant chacun des 
points u — zL 01 à chacun des points e — zh oi. 

l >ar rapport aux axes cartésiens que nous associons de façon per¬ 
manente aux axes parallèles \ 0 u et B 0 e, ces droites ont pour équa¬ 
tions 

y ss 0 i, y == ± ix. 

Les dernières sont les droites isotropes issues de l’origine O, ce 
qui prouve que Vorigine O est un foyer commun à toutes les 
hyperboles du faisceau ( 1 ). 

Si nous permutons a avec B, et u avec e, cela ne change rien à 
l’équation (11), de sorte que nous avons immédiatement pour l’équa¬ 
tion des courbes (B) 

(i 4 ) u' 2 -^ 82= (pî-t-g)* s in 2 B, • 

qui définit un faisceau d’hyperboles, algébriquement identique au 
précédent. Seulement, les hyperboles (af qui ont un foyer commun 
en O, ont leur concavité tournée du côté de A 0 , tandis que les 


(*) Il est à noter que ces hyperboles n’ont en commun qu'un seul foyer, et non 
deux, c’est-à-dire sont confondes et non homofocales, attendu que les deux autres côtés 
du quadrilatère dans lequel elles sont inscrites sont des parallèles imaginaires à i) x 
et non des droites isotropies. 
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hyperboles (B), qui ont aussi un foyer commun en O, ont leur con¬ 
cavité tournée du côté B 0 . Ces deux faisceaux (a) et (B) sont symé¬ 
triques l’un de l’autre par rapport à O y (fig. i3g) ('). 


Fig. i3g. 



Comme dans le cas précédent, nous allons passer aux coordonnées 
cartésiennes, par rapport aux mêmes axes que ci-dessus, en vue de 
la construction des hyperboles point par point. 

Les coordonnées du point («, B) sont 


(i5) 


x — 


S 


sin B — sin a 
sin B -t- sina 


r = 


0 cos« cos B 
---• 

sin a -h sin B 


(*) Ce nomogramme a été effectivement construit en vue de son application parti¬ 
culière à la détermination de l'azimut, pour le point à la mer, par M. le lieutenant 
de vaisseau (depuis lors, capitaine de frégate) Perret (Association française pour 
VAvancement des Sciences. Congrès de Cherbourg , 1900 ). 
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Notons que si A et B sont compris entre o et tt, nous avons toujours 


et que 


-ô<^< 


r o 


y > o ou y< o, 


suivant que a et B sont ou non du même côté par rapport à q. Cela 

donne le moyen de faire disparaître toute ambiguïté dans la déter¬ 
mination, sur la partie utile du nomogramme, du point correspon¬ 
dant à un couple de valeurs données de a et B. 

Pour avoir l’équation cartésienne des hyperboles (a), nous n’avons 
qu’à tirer de (i 5 ) 

... 8 - 4 - „ >. y 

sm B = ^-snirt, cos B — -— 1 — tamru, 

O — X O — X 


et nous obtenons ainsi 


(o -y x ) 2 sin 2 « -i- \y 2 tang 2 a = (o — x ) 2 

ou 

( 16) ( o — x ) 2 co s 2 a — 4 y 2 sin 2 a — ( o x ) 2 sin 2 a cos 2 a. 

Grâce à la remarque précédente concernant la permutation des 
axes A 0 u et B 0 e dont les équations cartésiennes sont respectivement 
X H— o = o et x — o = o, nous déduisons immédiatement de là l’équa¬ 
tion des hyperboles (B) : 

(17) (8 -f- x ) 2 cos 2 B — \y 2 sin 2 B = (0 — x ) 2 sin 2 B cos 2 B. 


De la comparaison de ces équations (i(j) et (17) avec l’équation (q) 
il ressort immédiatement que les deux faisceaux d’ellipses et d’hyper¬ 
boles, ci-dessus rencontrés, se déduisent l’un de l’autre au moyen de 
la transformation homographique 


X = qz x, 


y =yh 


qui fait correspondre aux droites issues de l’origine et inclinées à 45 ° 
sur A 0 B 0 les droites isotropes semblablement issues de O. 

Pour x — — 0, l’équation (16) donne y" = dz 0 cota, ce qui montre 
que l’hyperbole (a) rencontre l’axe A 0 u aux points cotés a et rc — a 
de l’échelle (c). De même, si l’on fait x — 0 dans l’équation (17), on 
voit que l’hyperbole (B) coupe l’axe B„e aux points cotés B et y d<* 
l’échelle (c). 
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D’ailleurs, si l’on fait v = o dans l’équation (i3), ou u = o dans 
1 équation ( 14 ), on constate que les tangentes aux hyperboles (a) 
en leurs points d’intersection avec A 0 u passent par B 0 , et que les 
tangentes aux hyperboles (B) en leurs points d’intersection avec B 0 v 
passent par A 0 . 

Contrairement à ce qui avait lieu pour le précédent nomogramme, 
dont la partie utile (lorsque les variables restent comprises entre o 
et tz) est enfermée dans une aire limitée, ce nouveau nomogramme, 
pour les mêmes limites attribuées aux variables, s’étend de — oo 
à + 00 dans la direction de O y. Pratiquement, donc, il n’est possible 
de construire qu’une partie restreinte de ce nomogramme. Pour 
atteindre des valeurs des variables en dehors de ce domaine, il est 
nécessaire de recourir à certaines transformations homologiques qui 
seront étudiées à part dans une Note additionnelle (n° 118). 

117. Nomogrammes particuliers . — Dans certaines applications, 
l’un des quatre éléments intervenant dans l’un ou l’autre des nomo- 
grammes précédents peut être regardé comme constant, et il devient 
avantageux, en un tel cas, de construire un nomogramme particulier 
à trois variables se déduisant d’un de ceux-ci par fixation, sur l'un 
des quatre systèmes cotés, d’un élément unique correspondant «à la 
valeur constante donnée. 

Supposons, par exemple, que le problème consiste à représenter 
la relation entre les trois côtés «, b 1 c d’un triangle sphérique rec¬ 
tangle en A. La relation en question, qui peut se déduire de ( 2 ) 
lorsqu’on y fait A = -, est 

(18) CQSCt = COsb cosc. 

Le nomogramme correspondant est celui de la figure 1 38 sur lequel 
on supprime la graduation (A) de l’axe B 0 e, tous les alignements 
étant alors pris sur le point B 0 . 

Une telle solution présente l’intérêt théorique d’être contenue 
dans le cas général. Mais il est clair qu’on peut lui substituer une 
solution beaucoup plus simple qui s’offre inïmédiatement à l’esprit. 
Posant 

u = u cos a, v — — ,u cosô, 
on a, pour c, l’échelle 

portée sur l’axe A 0 B 0 . 


u - t- c cosc = o 
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Les échelles ( a ) et (b) sont obtenues par remplacement, sur la 
ligure i 3 7, des angles inscrits le long de A 0 w et de B 0 epar leurs 
compléments, et Péchelic (c) n’est autre que la projection de (a) 
sur A 0 B 0 à partir du point b = o, puisque, pour cette valeur de b 1 la 
formule (18) donne a — c. 

Pour prendre un autre exemple, proposons-nous de représenter 
la relation entre l’angle horaire AI, la déclinaison ® et la distance 
zénithale z d’un astre quelconque pour une latitude constante <p. 
Cette relation est fournie par la formule (2) où l’on fait 

TT TU 

a = z, b —-©, c = — — <30, A = Ai. 

2 2 

Ici, Ÿ est supposé constant. Il est dès lors suffisant de marquer sur 
l’ellipse (b), correspondant à cette valeur de ©, les points répondant 
aux diverses valeurs de (0, c’est-à-dire les points où les diverses 
ellipses (c) rencontrent cette ellipse (b) (fi g . i4°)- 

D’ailleurs, M variant de o° à 180° tandis que z varie seulement 
de o° à 90°, on peut prendre pour cette échelle un module double de 
celui de la première, de façon à donner à ces échelles des longueurs 
égales. Cela revient à effectuer une certaine transformation homo- 
graphique sur la partie qui vient d’être particularisée du mono¬ 
gramme général de la disposition (3, 1). 

Mais il n’est pas sans intérêt d’indiquer une construction directe 
simple de ce nomogramme particulier ( 1 ). 

Si l’on pose, pour simplifier l’écriture, 

h — sin o, /, — cos©, 

cp étant la latitude constante considérée, on voit que la formule (2) 
devient ici 

(19) cos z = h sin (D -f- k cos® cosÆ. 

Posons 

( 20 ) u = — \i cos AI, v — •>. ;x cos s ; 

cela donne pour les points (®) l’équation 
( •>, 1 ) 2/1 cos® m -h v = 2 [x h sin ®, 


(’) Donnée dans 0.38. 
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équivalente à 

^ ^ — ïk cos(Ç) 2 ah sin(D 

H-2Æcos(D j i -+- 2 k cos Oc) 

Ayant, avec une valeur quelconque de y., porté surB 0 c l’échelle («), 
on a, d’après les équations ( 20 ), l’échelle M en projetant la première 

Fig. i 4 o. 



sur A 0 « à partir d’un centre de projection C 0 situé au tiers de A 0 B„ 
à partir de A 0 ( 1 ). 


(*) Sur la figure t 4<>, A ( , coïncide avec le point Æ = G 4 , et B„ avec le point 
~ = 90°. 
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Pour l’échelle ((£>), l’expression de x montre que la projection de cette 
^échelle faite sur A 0 B 0 parallèlement à O y, c’est-à-dire aux axes A 0 ^ 
et B 0 e, est l’échelle (('ô) t projective de celle de (.s), et comme les 
points ()o° de ces deux échelles coïncident avec B 0 , on voit qu’elles 
sont effectivement projectives l’une de l’autre (n° 7 ) à partir d’un 
céntre C, obtenu par la rencontre des droites joignant deux couples 
de points de même cote, par exemple o° et (>o°, puisque les points o° 
et 6o° de l’échelle (cD), sont immédiatement donnés par leurs abs- 
cisses 


X = 0 


i — 2 k 

i 2 k 1 


y 


k 


— O 


i -4- k 


D’autre part, l’équation (ai) où l’on fait a = o donnant 

v = 2 jj. h sin D, 

on voit que la projection ((0) 2 de l’échelle (où) faite à partir de A 0 
sur O y est définie par 

y — ;j ih sin (D, 

que l’on peut écrire 

y — 2 jj. — cos ( 90° — CD ). 

K ‘2 

Cette dernière formule, rapprochée de la seconde équation (ao), 
montre que l’échelle (CD ) 2 se confond avec la projection de Féclielle (z) 
faite sur O y à partir d’un centre C 2 situé sur A 0 B 0 et tel que 

G, O _ h 
C 2 B “ 2 ’ 

point dont l’abscisse est donnée par 

> h 

X — — 0 - - y 

2 - h 


à la condition de remplacer les cotes par leurs compléments à qo°. 

Finalement, on voit qu’une fois l’échelle cosinusoïdale (z) portée 
sur B 0 e, la construction du nomogramme se réduit à ce qui suit, les 
centres de projection C 0 , C,, C 2 étant ceux ci-dessus définis : 

i° Projeter l’échelle (s) sur A () a à partir de C„ et prolonger 
l’échelle (Æ) ainsi obtenue jusqu’à i8o° en prenant la partie de 90° 
à 180 0 symétrique de celle de <>° à 90° (pour des cotes supplémen- 
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taires), puis graduer cette échelle en heures (de o h à i 2 h ) au lieu de 
degrés (de o° à i8o°); 

2 ° Projeter l’échelle (^) sur A 0 B 0 à partir de C<, ce qui donne 
l’échelle ((D) f ; 

3° Projeter l’échelle ( 3 ) sur Oy à partir de C 2 , en remplaçant les 
cotes par leurs compléments, ce qui donne l'échelle (®) 2 ; 

4° Prendre les points de rencontre des rayons de même cote du 
faisceau projetant (<©), parallèlement à O y et du faisceau proje¬ 
tant ((D) 2 à partir de A 0 ; on a ainsi l’échelle ((D). 

C’est ainsi qu’a été construit, pour l’Observatoire de Paris, en vue 
de la préparation des observations à l’équatorial, le nomogramme 
dont la figure i4o est une réduction. On avait là 

ç = 4o°5o' 11 ". 

118 . Note additionnelle sur les alignements brisés. — Considérons un 
nomogramme dont la partie utile est limitée par les axes Au et Br, mais qui 
s’étend entre ces axes depuis —00 jusqu”à -+-00. Divisons ce nomogramme en 
trois, la partie moyenne étant construite directement au moyen des équations 
de disjonction, et d’ailleurs limitée à deux axes A' et A" parallèles à l’axe AB 
des origines, et transformons homologiquement la partie située au-dessus de 
l’axe A' et s’étendant jusqu’à l’infini, en prenant A' comme axe de l’homologie, 
l’origine O comme pôle et le point I' de l’axe O y comme correspondant du 
point à l’infini sur cet axe. 

Pour construire les échelles sur cette partie transformée, nous allons 
chercher les coordonnées (x’,y r ) du point M' correspondant au point M de 
coordonnées (x, y ) de la figure primitive. Appelant l et h les distances res¬ 
pectives du point P à l’origine O et à l’axe A', nous trouvons facilement pour 
ces expressions 

, Ix ly 

x — - -, y = - 7 ■ • 

b -h y h -h y 

De là même façon transformons la partie située en dessous de A", en nous 
donnant le point I" correspondant du point à l’infini sur O y. 

Il reste à faire voir comment se construit l’alignement brisé lorsqu’on passe 
de la partie inaltérée à la partie transformée du nomogramme. 

Bemarquons tout d’abord que l’alignement déterminé par des points pris 
sur deux des échelles ( points déterminatifs ) doit couper la troisième échelle 
(ou l’une des lignes du troisième réseau) en un point qui fait connaître la 
valeur de l’inconnue ( point solutif). 

De là, trois cas à examiner selon que les points déterminatifs appartiennent 
à la même partie du nomogramme (f), ou à deux parties contiguës (II), ou à 
deux parties non contiguës (III). 
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Cas I. — L’alignement est immédiatement déterminé sur une des parties 
du nomograrnme par les deux points déterminatifs et le problème se borne à 
obtenir ce que devient l’alignement après la sorte de réfraction qu’il subit 
dans la partie contiguë contenant le point solutif. Ce problème revient tout 
simplement à celui bien connu qui consiste à trouver la droite correspondant 
à une droite donnée en vertu de l’homologie ci-dessus définie. La droite 
primitive et sa transformée se coupent en un point Mo de l’axe d’bonm- 
logie A' ( Jîg. 1 41 )• En outre, si M et M' sont deux points correspondants 

* Lig. 14 1 * 



sur ces droites, M appartenant à la ligure primitive et M' à sa transformée, 
la droite OM et la droite Ym joignant le point Y à la projection orthogo¬ 
nale m de M sur A' se coupent en M'. 

Mais il est plus simple de tracer une fois pour toutes une paire de droites 
correspondantes S et 8 ’ parallèles à A’, qui donnent immédiatement une paire 
de points correspondants M et M', alignés sur O, sur les deux parties de 
l’alignement brisé. 

Avec cette construction, le mode de passage d’une région à l’autre résulte 
de l’énoncé suivant ' les deux parties de Calignement brisé se rencontrent 
en un point de A' et coupent & et 3 ' en des points qui sont alignés sur O. 

Cas //. — Les points déterminatifs sont un point M sur la première partie 
dn nomogràmme et un point N sur la seconde. En vue de construire l’aligne¬ 
ment brisé {fig. 142), nous avons à mener la droite MM 0 joignant le 

point M au point N qui correspond à N' sûr la première partie de là figure. 
Si la droite I'N' coupe A' en n, le point N est à l’intersection de ON' et de la 
perpendiculaire élevée en n à A'. 

Considérons la figure homothétique à celle qui est formée pat ces deux 
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lignes, le centre de similitude étant en M et la droite OP étant prise comme 
correspondante de n N. Pour avoir la droite 0^ correspondant à ON', nous 
n’avons qu’à prendre le point d’intersection O t de MO et de la parallèle 



à O n et à mener la parallèle O 1 N 1 à ON'. Dans ces conditions, la droite MNj 
prolongée passerait par N; elle fournit donc la première partie de l’aligne¬ 
ment brisé dont la seconde est donnée par M e N'. 

Cas III. — Les points déterminatifs N' et P" appartiennent à deux parties 
non contiguës obtenues par transformation homologique de la figure primi¬ 
tive. La partie moyenne est inaltérée et les parties transformées sont l’une 
au-dessus de A', l’autre au-dessous de A" {fig. i43). 

P et Y étant, pour ces deux parties, les points correspondant au point à 
l’infini sur Oy, on trace I'N' et I"P" qui coupent A' et A" respectivement en n 
et p. Les droites menées par n et p parallèlement à O y coupent ON' et OP" 
aux points N et P qui déterminent l’alignement non brisé. Le problème con¬ 
siste à obtenir la portion M’ 0 M^ de cet alignement compris entre les axes A' 
et A" et que complètent les droites N' et M"P" pour constituer l’alignement 
doublement brisé P"M" M^ N’ tf . 

Pour avoir la droite M' 0 Mq , il suffit de tracer une figure homothétique par 
rapport au point O pris comme Centre de similitude. Prenons les points n { 
et pi divisant les segments O n et O p dans le même rapport, tels, par consé¬ 
quent, que les droites np et rt\pi (non tracées) soient parallèles. Menons 
ensuite par ces points des parallèles à O y, qui coupent ON r et OP" en N t 
et Pj respectivement. L’alignement cherché est l’homologue de la droite NjPj. 
Il est donc parallèle à Ni Pj et se trouve entièrement déterminé lorsqu’on a 
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obtenu l'homologue d’un point quelconque de N, P,, par exemple de celui II, 



situé sur O y, qui est le point H à l’intersection de OH, et de la parallèle 
à ai, II, menée par n. 


C. — Préparation du tir de l’artillerie. 

r 

\ 19. Eléments initiaux du tir et corrections. — La position 
relative du point de départ A et du point d’arrivée B d’un projectile 
est définie par la distance horizontale D qui sépare les points A et B 
et leur différence d’altitude Z (positive ou négative, le niveau d’ori¬ 
gine étant celui de A), données lues sur la carte d’où se déduit Vangle 
de site e, inclinaison de la droite AB sur l’horizon donnée par 


tang£ = U 


Pour atteindre l’objectif B au moyen d’un projectile donné, tiré 
de A avec une charge donnée, il faut déterminer Y angle initial de 
tir sous lequel l’axe de la pièce doit être fixé en A sur l’horizon. 
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Lorsque l’angle de site est nul et que l’atmosphère remplit certaines 
conditions particulières (poids du mètre cube d’air égal à i2o8 s ; vent 
nul), des tables spéciales font conaître cet angle initial dit alors angle 
tabulaire. 

Mais les variations du poids du mètre cube d’air (avec la tempéra¬ 
ture et la pression atmosphérique) et l’action du vent (dont on déter¬ 
mine les composantes longitudinale et transversale de la vitesse, l’une 
dans la direction du tir, l’autre normale à cette direction) entraînent 
une modification de cet angle qui devient alors Y angle tabulaire 
corrigé. 

D’autre part, la composante transversale du vent écartant le pro¬ 
jectile du plan vertical dans lequel il a été tiré, il y a lieu, pour 
qu’ainsi dévié ce projectile atteigne néanmoins l’objectif B visé, qu’il 
soit lancé au départ en A dans un plan vertical faisant avec celui qui 
passe par AB un certain angle qu’on appelle la dérive. 

Corrections atmosphériques de l’angle tabulaire et dérive sont 
données par des tables empiriques dressées par les commissions 
d’expériences de l’artillerie. 

Enfin l’angle tabulaire corrigé a, qui, on vient de le voir, ne 
s’applique qu’au cas d’un tir dit horizontal (lorsque la droite AB 
est horizontale) doit, lorsque le tir est incliné, être modifié, suivant 
la valeur de l’angle de site s, pour fournir l’angle initial de tir effec¬ 
tif o, inclinaison de l’axe de la pièce sur l’horizon, ces trois angles 
étant liés par l’équation 

( 2 ) (1 -h cos 2 o) tan g s = sin 2 cp — sin 2 x. 

Au point de vue nomographique, on voit dès lors quels sont les 
problèmes à résoudre : 

i° Représenter l’équation (i) de l’angle de site; 

2 0 Déterminer le poids du mètre cube d’air pour la température et 
la pression atmosphérique observées ; 

3 ° Obtenir nomographiquement la correction de l’angle tabulaire 
en fonction de la portée, du poids du mètre cube d’air et de la compo¬ 
sante longitudinale de la vitesse du vent; 

4 ° Et de même pour la dérive en fonction de la portée et de la 
composante transversale de la vitesse du vent; 

5 ° Représenter l’équation (2) qui fait connaître l’angle initial de 
tir effectif. 


D ? cfc AG NE 


23 
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Ces divers problèmes ont, avec beaucoup d’autres, été traités à la 
Section de Nomographie de /’ Armée que nous avons eu, au cours 
de la guerre, la charge d’organiser et de diriger. Nous allons en 
résumer ici les solutions (*). 

120. Angle de site. 
cèdent 

dans laquelle Z représente la différence d’altitude D la portée, 
exprimées l’une et l’autre en mètres. On peut les représenter en 
posant 

u — — jjtj Z, v — ;jl 2 D, 

échelles métriques portées sur Au et Bp, ce qui donne, pour Z, 
l’échelle définie sur AB, entre les origines A et B, par 

pu 2 u -+- ;jli tangs. v = o 

ou, avec les axes cartésiens liés à Am et Bp, 

{Ai tange — 

X = O -• 

IM tangE H- 

Pour construire cette échelle par projection d’une échelle des 
tangentes, il suffît d’en marquer trois points (n° 7); par exemple, 
pour s = o, on a 

x — —8 (origine A); 

( x ) Extraites de 0.60. 

Nous sommes heureux de pouvoir ici rendre hommage au précieux concours que 
nous ont apporté les jeunes officiers appelés successivement à collaborer aux tra¬ 
vaux de la S. N. : l’enseigne de vaisseau Goybet, les capitaines Michel, de l'artillerie, 
et Desquaires, de l’infanterie, les lieutenants d’artillerie de Branges de Boureia, 
de Gaillard de Lavaldène, Noël, Aubert, Giraudet de Boudemange. 

C’est d’ailleurs l’enseigne (depuis lors lieutenant de vaisseau) Goybet qui nous a 
apporté l’idée de construire les nomogrammes des corrections atmosphériques (n° 122) 
et qui a, sous notre direction, exécuté les premiers d’entre eux. 

Les tables ici décrites, ainsi que d’autres intéressant aussi le tir de l’artillerie 
(détermination des composantes de la vitesse du vent; corrections dues aux varia¬ 
tions de vitesse initiale et de poids du projectile, etc.), ont été réunies dans des 
albums relatifs à chacun des calibres usuels de l’artillerie qui ont, pendant les deux 
dernières années de la guerre, été répandus sur le front à plusieurs milliers 
d’exemplaires. 


Reprenons 1 équation (i) du numéro pré- 


tangs = - , 
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po 11 r 


90 , on a 


IM 


x = 0 (origine B ) ; 


pour lange = 011 a 


x = o (origine O, milieu cle ÀB). 

Si l’on fait varier Z de o m à 200-™ (par mètre) et D de o m à 12000 
(par ioo ni ), on obtient une bonne disposition en prenant 


ni 


ce qui donne, pour la cote du point confondu avec O, 

£ = o°34'9V. 


C’est ainsi qu’a été construit, avec — o mn \9b, le nomogramme 
inséré dans les tables graphiques de tir, dont la ligure 144 est une 
réduction. 


1 . 21 . Poids du mètre cube d’air. — Si h est la pression atmo¬ 
sphérique (en millimètres), t la température (en degrés centigrades), 
le poids A du mètre cube d’air est exprimé (en grammes) par la for¬ 
mule 

. I9.q3 h , , 

A = ———- (ou a = o,oo3 66). 

760(1 + «9 ' 

Pour représenter cette formule, on posera 

11 — |jZ, v — |jl 2 A (échelles métriques); 

d’où, pour £, l’échelle 

1293 |ju u — 7600 ( 1 -t- a t ) |jl j ç = o 

portée sur l’axe AB des origines, mais en dehors de l’intervalle des 
origines [en vue de placer l’échelle (A) entre les échelles des don¬ 
nées], et projective de l’échelle métrique (t). Mais ici une particu¬ 
larité se présente, sur laquelle il y a lieu de fixer l’attention. 

h étant supposé varier de 680 à 800, par millimètre, A de 1000 
à i 3 q 8 , par gramme, on est amené, pour donner aux portions utiles 
de ces deux échelles des longueurs sensiblement équivalentes, à 
prendre 

;j.o =o,3 
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ce qui transforme l’équation de l’échelle (A) en 

3879 u — 7600( 1 -4- « t ) v = o. 

Mais les origines A et B sont alors rejetées loin en dehors des 
limites du nomogramme, et il convient de recourir à la construction 
résultant de la formule (2 bis ) du n° 58 . 

On trouve, par exemple, au moyen de la formule à représenter, 
que pour t = 4 o° et A = 181 5 8 , on a 

h = 683"‘ m , 8. 

Si donc on joint par une droite les points (A = ioi 5 ) ou B 0 , 
et (h = 683 , 8) ou A 0 , lus sur les échelles (A) et ( h ) d’abord cons¬ 
truites, le point (£ = 4 o°) se trouvera sur cette droite A 0 B 0 , et son 
abscisse rapportée au milieu O 0 de A 0 B 0 sera donnée, en vertu de la 
première formule (2 bis ) du n° 58 , si l’on pose, comme à cet 
endroit, O 0 B 0 = 8 0 , par 

X i= 2,6 o c . 

Cela définit entièrement le point (t= io°). 

De même, pour t = o° et A = i 32 o g , on a 

h — 775 mm ,8 et a?=3,o8o 0 , 

ce qui permet de marquer le point (t = o°). 

Sur la droite qui joint les deux points ainsi obtenus, on peut 
encore marquer le point (t = 20°) en remarquant que, pour t= 20° 
et A = 11 58 8 , on a 

h = 7-2 5" ,m ,4. 

Ayant les trois points o°, 20° et 4 o° de l’échelle (t), on n’a plus 
qu’à construire cette échelle comme projective d’une échelle 
métrique*( 1 ). Ainsi a été obtenu le nomogramme qui se trouve, en 
réduction, sur la partie de gauche de la figure 1 45 , et qui fournit, 
sur les nomogrammes des corrections atmosphériques, insérés dans 
les tables graphiques de tir, l’axe A servant pour l’une des entrées du 
second alignement ( 2 ). 


(') H va sans dire que si, avec le centre de projection d’abord choisi, les proje¬ 
tantes rencontrent le support, dans une de ses parties, sous un angle trop petit, on 
n’a qu’à passer, pour cette partie, à un autre centre de projection (et, par suite, 
aussi, à une autre position de l’échelle projetée). 

( 2 ) Par suite de la disposition adoptée pour les échelles de ce nomogramme, il est 
à remarquer que le sens positif de ku et Be y a été pris de haut en bas. 
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122 . Angle tabulaire corrigé et dérive. — Pour un projectile 
donné, des tables empiriques font connaître, pour chaque portée, la 
variation de cette portée due à la fois à des valeurs données du poids A 
du mètre cube d'air et de la composante longitudinale V de la vitesse 
du vent» Ces deux variables étant prises comme abscisse et ordonnée 
cartésiennes, si l'on inscrit en chaque point correspondant du plan 
la valeur de la variation p de la portée P, donnée par les tables empi¬ 
riques, et que i on traite l’ensemble des points cotés ainsi obtenus 
comme ceux de la surface du sol, sur un plan topographique, en vue 
de tracer les lignes de niveau, on remarque que, pour une valeur 
donnée de P, ces lignes de même cote p apparaissent comme des 
droites parallèles. 

Il suit de là que la relation qui lie la variation de portée à A et V 
est représentable par un abaque à parallèles (n° 24 ) et peut, par 
suite, se traduire, moyennant la transformation des coordonnées 
cartésiennes en coordonnées parallèles (n° 60 ), en un nomogramme 
à points alignés, à trois échelles parallèles (n° 67 ). 

Mais alors que les abaques correspondant aux diverses valeurs de P 
ne sauraient exister sur une même feuille et devraient, en consé¬ 
quence, pour chaque projec tile et pour chaque charge d’un calibre 
donné, former un atlas dont les pages seraient numérotées par les 
valeurs de P (ce qui, comme on l’a déjà dit au n° 49 , aurait, en outre, 
l’inconvénient de ne pas permettre les interpolations à vue entre les 
valeurs de P), tous les nomogrammes à points alignés se prêtant à la 
même détermination pourront être établis sur une seule feuille (*). 

On voit qu’en adoptant les échelles métriques (A) et (V) portées 
respectivement sur Au et Be, on aura, pour P et /?, un réseau cons¬ 
titué par des parallèles aux axes pour P (puisque, pour les abaques 
cartésiens initiaux, les droites obtenues étaient parallèles) et par des 


(‘) On saisiL là sur le \ if un des avantages précédemment signalés de la méthode 
des points alignés. Par exemple, la figure 146 où interviennent 26 valeurs do la portée 
équivaut à un atlas de 2 G feuilles portant chacune un abaque cartésien, et, de plus, 
on se rend compte, du premier coup d’œil, de la facilité de l’interpolation à vue sur 
ce nomogramme. Or, un tel nomogramme ayant été dressé pour chaque projectile 
de chaque calibre, avec une charge donnée, et certains d’entre eux comportant 
même une variation bien plus grande de la portée, on est à même de juger par là 
que la méthode des points alignés a, en l’occurrence, rendu très aisé l’établissement 
de tables graphiques, qui eût été absolument impraticable dans le système des abaques 
cartésiens. 
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lignes empiriquement tracées, d’après les tables, pour p. Les échelles 
déterminées sur chacune des droites correspondant à la portée sont, 
au reste, métriques. 

Mais, si l’on se livre à un premier essai de construction dans les 
conditions strictes qui viennent d'être définies, c’est-à-dire avec une 
échelle (V) unique, on s’aperçoit que les droites (P) sont rapprochées 
de telle sorte que le tracé des lignes (p) devient à peu près illusoire. 
On est donc ici dans le cas d’appliquer la remarque II du n° 101 : 
pour chaque valeur de P (cette variable n’étant jamais prise ici 
comme inconnue) on choisira un axe des v distincts pour y porter 
1 échelle (V). Ces diverses échelles (V) toutes identiques entre elles 
et déduites, peut-on dire, de la première d’entre elles par une simple 
translation perpendiculaire à leur direction commune, engendrent dès 
lors un réseau (V, P) constitué par deux systèmes de droites paral¬ 
lèles (V) et (P), rectangulaires entre eux. 

On aboutit, en définitive, au dispositif suivant dont la figure i45 
fournit, en réduction, un spécimen (mortier de 220 , tir plongeant; 
O. A. mod. iqi5 D; charge S, ) : une échelle (A), un réseau (P, V), 
un réseau (P, p)', si Von joint , au moyen de l’index servant à la 
lecture , le point (A) au point (P, V), cet index coupe , dans le 
réseau du milieu , la droite (P) en un certain point; la cote de 
la ligne ( p ) passant par ce point fait connaître la valeur de p 
cherchée ( 1 ). 

D’ailleurs l’axe (A) dont on se sert est celui même qui a été défini 
au n° 121 et sur lequel un premier alignement joignant la valeur t de 
la température à celle h de la pression atmosphérique fait connaître A. 

Finalement, la valeur de A n’ayant pas besoin d’être lue (sinon pour 
repérer la position du pivot sur l’axe correspondant qui joue ici le 
rôle de la charnière), on reconnaît en un tel nomogramme une combi¬ 
naison du principe du double alignement avec celui des points à deux 
cotes. 

Quant à la dérive déterminée empiriquement en fonction de la 
composante transversale V' de la vitesse du vent et de la portée P, 


( l ) Ea réalité les cotes inscrites sont les valeurs de p changées de signe; l’angle 
tabulaire dont on doit se servir étant, en effet, celui qui correspond à P—/>, on a 
jugé plus normal d’inscrire la cote qui, ajoutée algébriquement à P, fait connaître 
la portée fictive à laquelle correspond l’angle corrigé, lu dans la table correspon¬ 
dante, dont on doit faire usage. 



36o 


CHAPITRE V. 


elle peut être représentée par des courbes d’égale cote (tracées encore 


Fig. i45. 
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réseau (P, Y) précédent lorsqu’on fait, cette fois, correspondre 
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l’échelle des vitesses à V'. Ge sont ces courbes d’égale dérive qui sont 
tracées sur le réseau (P, "V ) de la ligure 145. 

Il n’est sans doute pas sans intérêt de rappeler que l’emploi de ces 
nomogrammes a réduit environ d’un quart d’heure à moins de trois 
minutes le temps nécessité par l’obtention des éléments initiaux du 
tir de l’artillerie. 


123. Angle initial de tir. — Si a est l’angle tabulaire de tir, 
corrigé des conditions atmosphériques (n° 122), e l’angle de 
site (n° 121), cp T angle initial de tir effectif, celui-ci se déduit des 
deux précédents par l’équation (2) du n" 120, c’est-à-dire 

(1 H- cos 2©) tangs = sin 2tp — sin 2 a, 


dans laquelle, pratiquement, s varie de — 5° à 5°, a et » de o° à 45°. 

Pour obtenir la représentation en points alignés de cette équation, 
il suffît de poser 

u — |j.t tangs, v — [J.2 sin2a, 

échelles immédiatement construites sur les axes quand on dispose d’un 
étalon des tangentes et d’un étalon des sinus. Cela donne pour 
l’échelle (<p) l’équation 

[a 2 (i -t- cos 20 ) u -+- fJL, v — fj-x fjt.2 sin 2 cp. 


Suivant que l’on fait, dans cette équation, u — o ou v — o, on 
obtient 


V — 


{j. 2 sin 2 ç ou u — fi-i lang<p, 


formules qui, comparées aux deux précédentes, montrent que les 
projections de l’échelle (cp) faites, à partir de A et de B, respecti¬ 
vement sur Bo et sur Ah, se confondent avec les échelles (a) et (s) 
déjà construites. 

De là, pour la construction de l’échelle (cp), le procédé le plus 
simple possible. Malheureusement, vu les limites entre lesquelles les 
variables restent comprises, cette construction ne serait utilisable 
qu’entre o° et 5°. Par ailleurs, le grand écart entre les limitations 
de e et a conduit, d’une part, à construire deux nomogrammes dis¬ 
tincts, l’un pour les t positifs, l’autre pour les e négatifs, et, d’autre 
part, à fractionner sur chacun d’eux l’échelle (a), et par suite aussi 
l’échelle (cp), en quatre tronçons; la construction ci-dessus ne sau- 


D OCAGNH 


2*3. 
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rait convenir qu’à celui d’entre eux qui comprend à la fois les por¬ 
tions des échelles (s) et (a) s’étendant de o° à 5 °; pour les autres, 
l’origine B s’éloigne de plus en plus des limites de la feuille. 

Mais, en usant de la formule (2 bis) du n° 58 , on peut, pour 
chacun des nomogrammes partiels, déterminer individuellement un 
certain nombre de points (cp) de cote ronde, puis, au mojen de ces 
points, construire le support de l’échelle, et projeter enfin, sur ce 
support, les points de l’échelle (a), à partir du point A (s — o). C’est 
ainsi qu’a été construit, pour les valeurs négatives de e (but moins 
élevé que la pièce), le nomogramme reproduit sur la figure 14O. La 
graduation de e en degrés y a d’ailleurs été doublée par une gra¬ 
duation en millièmes, celle de a en degrés par une graduation en 
vingtièmes de hausse. 

Lin second nomogramme a été construit de même pour les valeurs 
positives de s (but plus élevé que la pièce) ( 1 ). ^ 

Il est, au reste, intéressant de se rendre compte de la nature du 
support de l’échelle (cp). Si, en effet, on exprime sin2cp et cos2<p en 
fonction de tangcp, on voit que l’équation ci-dessus de cette échelle 
peut s’écrire 

(Jt-i tang 2 cp.p — 2 |A| |jl . 2 tangcp -4- 2 [Jt 2 u 4- jjl 1 v — o, 

dont, ainsi qu’on l’a vu au n° 05 , le support a pour équation en 11 
et v 

fJ-l (Jt.| — V( 2 [JL 2 U 4 - [J-i v ) — o, 

ellipse passant par les points v = o (ou B) et 2p 2 u ~h p-i f = o ^qui 

divise AB dans le rapport — t^ - ^) et dont les tangentes en ces points 
sont parallèles aux axes. 

Le nomogramme de la figure izj 6 a été construit avec 

t*i = 5f Xi. 


(') Dans chaque album, ces deux nomogrammes figurent sur la même feuille. 
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I. — Index mobiles divers. 

124. Index mobiles en général. — Pratiquement, nous l’avons 
dit, on se sert le plus ordinairement comme index, pour prendre les 
alignements que comporte la méthode de représentation étudiée dans 
les Chapitres IV et V, d’un fil fin tendu ; mais on peut tout aussi bien 
se servir d’un trait rectiligne fin tracé sur un transparent. Dans le 
procédé des abaques hexagonaux (Chap. II, section III), on a de 
même recours, pour faire les lectures, à un transparent à trois index 
rectilignes concourants. 

Cela conduit tout naturellement à l’idée d’utiliser des index d’autre 
nature, marqués sur un transparent que l’on peut déplacer sur la 
partie considérée comme fixe du nomogramme. Cette idée a été pour 
la première fois envisagée d’une façon systématique par M. Goedseels, 
alors professeur à l’Ecole de guerre de Bruxelles, dans un important 
Mémoire ( ' ) où il s’est spécialement étendu sur le cas des index en 
équerre (n° 128). Mais certains procédés particuliers imaginés par 
divers auteurs en vue d’applications particulières, antérieurement ou 
postérieurement à ce Mémoire, viennent tout naturellement se ratta ¬ 
cher à ce sujet pris dans son ensemble. 

J2o. Index parallèles. — En premier lieu, si le transparent 
porte, au lieu d’un seul index, un faisceau d’index parallèles, égale¬ 
ment espacés, et suffisamment rapprochés pour que l’interpolation à 
vue permette d’insérer entre eux les droites de ce faisceau de paral¬ 
lèles non effectivement tracées, on obtient un mode de représentation 


(') Les procédés pour simplifier les calculs ramenés à l’emploi de deux trans¬ 
versales qui se rencontrent au sein cl’une graduation (Bruxelles, 1898 ). 
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applicable à des équations à quatre variables, qui a été proposé par 
M. M. Beghin ( 1 ) 

Sur le nomo gramme portant quatre échelles curvilignes (z, ), 
(z 2 ), (z 9 ) et (<£/,), on applique le transparent portant les index 
équidistants ( fig. 147)? de façon que V un d’eux, A' 0 , passe parles 


Fig. 147. 



points cotés z { et z 2 . Celui , À', qui passe alors par le point 
coté £3, rencontre alors la quatrième échelle en un point dont la. 
cote est z /t . 

11 suffit d’exprimer, au moyen des coordonnées cartésiennes 


x 


fi 

hf 



le parallélisme des droites définies, d une part par les points (z { ) 
et (s 2 ), de l’autre parles points (s 3 ) et (zf, pour avoir la forme de 
l’équation représentée 


(E) (/1 îo 1 —f 2 h l )(g:dl' 


£>' f 

b 4 


h.i ) — ( b 1 è > - A r i h\ ) ( f , tl’, f; t //;; ) — O. 


Si l’on fait z>, = z { , on tombe sur un mode de représentation d’une 
équation à trois variables dans lequel, à la variable z { , correspondent 
deux échelles distinctes ( 5 ,) et (5'). 

Rappelons, comme nous avons déjà eu l’occasion de le dire, que 
cela suppose qu’avec un tel nomogramme on n’aura jamais à prendre 
z { pour inconnue. 

Il faut observer d’ailleurs que, dans la plupart des formules usitées 


C) Génie civil , t. XXII, p. 124 (1892). 
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en pratique, il y a une ou plusieurs variables (souvent même toutes 
les variables, moins une) pour lesquelles cette condition a lieu. 

Le bénéfice que l’on pourra avoir à retirer de ce procédé sera de 
pouvoir, dans certains cas, substituer à un nomogramme comportant 
des lignes cotées un autre nomogramme sur lequel ne figurent que 
des points cotés , dont la supériorité, tant au point de vue de la faci¬ 
lité de la construction que de la commodité et de la précision de la 
lecture, a déjà été signalée (n° 29). 


Exemple ( J ) : Mar de soutènement pour des terres profilées suivant leur 
talus naturel. — Reprenons l’équation du n° 46 


k- H- kp sin cp cosç — kr cos 2 ç> = o . 

3 


Nous avons vu qu’elle est représentée par le concours d’un système de 
cercles et de deux systèmes de droites; en revanche, elle ne l’est pas au moyen 
de trois systèmes de droites concourantes, ni, par conséquent, non plus, 
corrélativement, par points alignés. 

Le procédé des index parallèles permet néanmoins, comme on va voir, de 
représenter cette équation uniquement au moyen de systèmes de points cotés; 
c’est même à l’occasion de cette application que M. Beghin a fait connaître le 
principe de la méthode. 

L’équation peut s’écrire, X, p, v étant des paramètres actuellement indéter¬ 
minés, 


!-* 

sin o coso 

* i 




v cot cp \ 

3 / 



Elle rentre alors dans le type général ci-dessus, moyennant les identifica¬ 
tions ( 2 ) /qs/os /? 3 = /i 4 =5 i, puis 


A — r- 




*1 [JL 


sincocoso si il x o 


v cot o 

J o = : —? 

A*so, 

/4 = vA-, 


r i= o, 


gi = O, 

gî = kp, 

«l-'—k'- 


(') La modification du profdomètre Siégler, que nous avions proposée naguère 
( Annales des Ponts et Chaussées , avril i883, p. 402 ), peut être rattachée à titre 
d’exemple à ce procédé. Mais ce cas particulier ne saurait pas plus être regardé 
comme le point de départ de la méthode que le nomogramme de Môbius pour les 
points alignés à une cote, ou celui de Kutter et Ganguillet pour les points à deux 
cotes. 

( 2 ) On peut ici, bien évidemment, faire correspondre deux échelles à la variable 9, 
attendu que cet angle, qui représente l’inclinaison naturelle des terres emplojées? 
sur l’horizon, n’a, en aucun cas, à être pris comme inconnue. 
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Ox et Oy inclinés à 45 e l’un sur l’autre, on obtient le nomogramme de la 
ligure 148. On a, sur cette figure, tracé en pointillé les positions des parallèles 
correspondant à l’exemple numérique du n° 46 , savoir : 

o = 3 o°, p = o, 7 j. 

Le nomogramme donne bien encore 

k — o, 3 . 


126. Rattachement au principe du double alignement. — Si 
l’on se reporte au n° 91, on voit qu’un nomogramme à double aligne¬ 
ment, dans le cas de la charnière rectiligne, provient de la représen¬ 
tation simultanée, avec un axe Au commun, des deux équa¬ 
tions ( 1 ) 


■ ç 

— i 

O 


r 

b 

— I 

O 

fi 


h { 

= °> 

A 

£*3 

ht 

A 


h. 


A 

£*4 

à 4 


lorsqu’on lait correspondre la première colonne au terme constant, la 
seconde au terme en u , la troisième au terme en e, de façon que 
l’équation de chacun des systèmes (s/) s’écrive 

fi -1- ugi -+■ via = o (>' = 1,2, 3,4 ). 


On voit que le résultat de l’élimination de y entre les deux équa¬ 
tions ci-dessus coïncide précisément avec l’équation (E) du numéro 
précédent, qui exprime le parallélisme entre les ; alignements (s,, z 2 ) 
et ( 5 3 , z 4 ) pour les points définis par 




(>' = 1, 2, 3 , 4) 


en coordonnées cartésiennes. 

De là un moyen des plus simples de transformer tout nomogramme 
à double alignement, dans le cas d’une charnière rectiligne, ennomo- 
gramme à index parallèles. 


Exemple 


Vitesse cVécoulement de Veau dans les 


tuyaux découverts .— 


(*) On remarquera une variante entre les notations ici employées et celles du n° 91 . 
Ce cbangement n’a d’autre but que d’identifier l’équation ici représentée par double 
alignement avec l’équation (E) du n° 125 pour laquelle les présentes notations 
semblent plus naturelles. 
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Dans cet exemple, traité par le double alignement au n° 96 , la dissociation 
est effectuée au moyen des équations 


/ —I 0 


/ - - « 

y 0 1 

= 0, 

87/1 0 1 

— /K R 1 


0 U 1 


On aura donc un nomogramme à index parallèles en construisant les 
échelles 

0 = y> y~ o), (x — 87 /], y = o), 

(a? = — /R, ^ = R), (47 = 0, y — U). 

Le nomogramme correspondant, sur lequel on a donné au système O xy 
pour (I) et (U) une translation par rapport au système O xy pour (y) et (H) 

Fig. O9. 



(une telle Iranslation n’altérant pas le parallélisme des index correspondants), 
est représenté par la figure 149, sur laquelle on a tracé en pointillé les index 
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parallèles pour l’exemple 

Y — i , o ? 13 4 , I = o, 004 , 

d’où 

U = 6,0. 

M. Soreau qui a, le premier, indiqué ce mode de transformation 
des doubles alignements en index parallèles ( 1 ), en faisant remarquer 
qu’il se réduisait à une transformation homographique rejetant à l’in- 
lini la charnière rectiligne du double alignement, en a donné une 
expression analytique des plus simples en utilisant la mise sous forme 
de déterminant par lui obtenue pour l’équation représentée [(i bis) 
du n° 91]. Récrivons cette équation en tenant compté du changement 
de notation ici adopté 


A 

h. 

O 

gi 

A 

ht 

O 

gï 

A 

O 

h. 

g3 

A 

O 


gi 


Si on l’interprète directement en coordonnées cartésiennes (n°R2), 
elle exprime que les quatre points 


Oi)i 

r» 

il 

y = 

Ai 

5 

S 1 

z = o, 

( S 2 )l 

X = — 1 

g 2 

y = 

As 

- ? 

b 2 

k» — 0 ^ 

(-3)l 

b 3 

y — 

0 , 

A 3 

^ — y 

b 3 

(^i)l 

A 

X =z — , 
g 4 

y = 

0 , 

A 4 

~ ~ g<* 


sont dans un même plan. Par suite, la droite qui joint les points (.s,) 
et (^ 2 ) situés dans le plan Oxy 1 et celle qui joint les points (s 3 ) et (z.*) 
situés dans le plan Oxz, se coupent sur Ox. Rabattant le plan O xz 
sur O xy autour de O x (comme on le fait du plan vertical sur le plan 
horizontal en Géométrie descriptive), on obtient le nomogramme 
a double alignement de l’équation (i), Or, une propriété fondamen¬ 
tale des déterminants permet de transformer immédiatement cette 


(’) Contribution ..., n° 138. 
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équation en 



/. 

g 1 

O 

h\ 

0) 

A 

g 2 

O 

h. 

A 

gs 

h 3 

h, 


A 

g ! * 

h 4 

h, 


qui exprime cette fois que les quatre points 


(=i)i 

(Zîh 

( )s 


/, 

h 



fi ' 

h, ’ 






7=7- 


r 

7 

7 


8'2 
hz ’ 

cr 0 

3 

/*3 ’ 

O’. 

<s 4 

77’ 


O. 


O, 


I, 


= I 


sont dans un même plan. Mais ici les droites (^ t , z->) et (z :il z, t ) sont 
dans les plans parallèles ^ —o et z =■ i; elles sont donc parallèles 
entre elles, et il en est de même de leurs projections sur O xy. Il 
suffit donc de projeter l’ensemble ci-dessus sur ce plan, en y cons¬ 
truisant les échelles définies par les valeurs de x et y pour obtenir le 
nomogramme à index parallèles demandé. 


127 . Couples successifs d'index parallèles . Cas des échelles 
circulaires concentriques. —- On peut évidemment, grâce à une 
dissociation convenable de certains types d’équation, les représenter 
au moyen de couples successifs d’index parallèles, de même que l’on a 
précédemment envisagé la multiplicité des alignements (n° 100 ). En 
voici un exemple remarquable : pour représenter l’équation 

+f ±+/;}■+-•• = °» 

M. Soreau a eu l’idée de recourir à la disposition suivante (*) : 
sur deux cercles de centre O ( fi g . i 5 o) (que l’on pourrait théo¬ 
riquement prendre coïncidents, ce qui aurait pratiquement l’in¬ 
convénient d’amener de la confusion entre les échelles dont il va être 
parlé), portons, à partir des origines A et A', situées sur un même 


( 1 ) Nouveaux types .... p. 44 - 
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diamètre, les échelles définies par 

arc A M, = r f x , arc A M 2 = r f>, 
arc A'M 3 = r’ arc A'M* = r'f„ 

r et v étant les rayons OA et OA'. 

Si les fonctions /; sont telles que 

/l fi =/3+/*, 

les milieux des arcs M, Mo et M ; ,M.j sont sur un même diamètre, et 
par suite les cordes M,M 2 et M 3 M 4 sont parallèles. 

Fig. i5o. 



11 suffit donc de disposer deux index suivant les alignements 
parallèles (A,, z-f), (s 3 , £. 4 ) pour représenter, au moyen des échelles 
circulaires qui viennent d’être construites, l’équation à quatre 
variables considérée. 

Pour représenter l’équation à n variables ci-dessus, il suffit de 
l’envisager comme le résultat de l’élimination des variables auxiliaires 
£„ Ç 5 , . • . entre les équations 

f 1 ~fi ~~ - fi + Cl? 

S'<- +-/V —- fi + ?5i 

. s» +-y 6 = y?Ce? 

la dernière étant 

S/'+l -F/2/J-2 — fip-l —/2/? (si « = 2/>), 

Çp-h-î-’rfip =—(si W = 2/)-H). 

Chacune des équations étant représentée par deux cercles concen¬ 
triques (tels que. pour deux consécutives de ces équations, un de ces 
cercles soit commun), on voit que le nomogramme se composera de 
cercles concentriques c, C . c", ... portant le premier les échelles (;,) 


d’ocaone 
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et (^ 2 )? le second (z 3 ) eL le troisième (z 5 ) et (^ 0 ), et ainsi de 

suite, ce qui conduit à un nombre de cercles concentriques égal au 
plus grand entier contenu dans 11 -f- 1. En outre, les échelles fictives 
(vO? (£»)? ••• seraient portées respectivement parles cercles c, c\ 
Somme toute, si, pour simplifier, nous représentons chaque point 
coté (zi) par i, et chaque point ÇÇi) (déterminé par la rencontre d’un 
certain alignement avec le cercle c correspondant) par i\ le mode 
' d'emploi du nomogramme général se réduira à ceci {fig. i 5 i) : 


Fig. ni. 



Un des index du transparent mobile étant mis en coïncidence avec 
la droite qui joint les points 1 et 2 de c, on considère l'index paral¬ 
lèle passant par le point 3 ; il coupe c en un point autour duquel 
on le fait pivoter pour l’amener à passer par le point \ du même 
cercle ; on prend alors l’index parallèle qui passe par le point 5 de cil 
coupe ce cercle en 5'; on le fait pivoter autour de ce point, et ainsi 
de suite. 

Il n’y a d’ailleurs jamais de confusion entre les divers cercles 
quand il s’agit d’y prendre un pivot, le pivot intervenant entre les 
points cotés (z 2 i-\ ) et ( ; 2 /) étant toujours situé sur le cercle C qui 
porte à la fois ces deux échelles. 

Ce mode de représentation pourra être utilisé pour les équations 
de la forme 

/1/2. ../«= 1 . 
ou 

l°»/l ”+~ log/î H- . • • -h Io gf n = O, 
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quand on se sera procuré un étalon logarithmiquè circulaire. 
M. Soreau en a fait une intéressante application (*) à la formule de 
Sarrau donnant la vitesse initiale d’un projectile, formule qui rentre 
dans le type précédent avec n — 8. 


128. Index en équerre. — Si les index portés par le transparent 
sont deux droites rectangulaires, c’est-à-dire forment une équerre, on 
tombe sur un mode de représentation envisagé pour la première fois 
par M. Goedseels ( 2 ), mais que M. Soreau a depuis lors rattaché 
à celui par index parallèles en faisant remarquer qu’une rotation 
de 90 ° de l’ensemble de deux des systèmes (s 3 ) et par rapport 
a l’ensemble des deux autres ) et (u 2 ) suffit pour passer des index 
parallèles aux index en équerre ( 3 ). 

Il suit de là que le type d’équation représentable par index à 
équerre est encore le type (E) du n° 125, c’est-à-dire 

( E ) (fi h 2 —fi h x ) ( g 3 /i 4 — g k h z ) — (g x h-i — g% h , ) (/ 3 /t 4 — f w h z ) = o. 
Seulement ici les points (^ 4 ) et (iu>) restant définis par 


A 



X — 

h 1 

y = 

h y ’ 

ft 


g 2 

x= 

h 2 

Y = 

lu’ 

les points (^ 3 ) et (z /t ) le seront par 

Es 


A 

PC — ? y 

h-s 

y =- 

h z 

S 


h 

X = — y 
h 4 

y 

K 


Exemple : Coordonnées rectangulaires dans les levers lachéomé- 
triques. — C’est à M. Goedseels que nous empruntons cet exemple. 

Soient l la lecture stadimétrique, z la distance zénithale, a l’azimut donnés 
pour un point par le tachéomètre, Y, Z les coordonnées rectangulaires de 


(') Nouveaux types..., p. 46. 

( 2 ) Loc. cit ., au renvoi de la page 365. 

( 3 ) Une telle modification, introduite dans les nomogrammes à échelles circulaires 
concentriques du numéro précédent, apporterait à leur mode d'emploi une incontes¬ 
table simplification. 
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ce point. On a, en représentant par G une constante instrumentale, 

(0 X = /(G sin s 4 - cos^) sin z cosa, 

(2) Y =/(G sinz 4-cos^) sin^ sin a, 

( 3 ) Z = l(C si n s 4- coss) coss, 

ou, en supprimant le terme / cos 2 s, pratiquement négligeable, 


( 3 ') 


Z = — G sin 2 z. 
2 


O11 voit que les formules (1), (2) et ( 3 ') se ramènent à une seule équation 
(4 ) z w = ^2 (G sin s 3 4 - cos s 3 ) sin zi cos z lf 

grâce aux identifications 


( 1)1 

-1 = «, 

Z 2 ~ l, 

z 3 — z i 

z i — X, 

(‘2), 

è w 

Z 2 ^= l, 

Z 3 = z , 

^4= Y, 

(3), 

7Z 

Z 1 = —* - 2, Z y 

l 

Z 2 ===== ~~ y 

z 3 — ~ > 

Z 4 == Z. 


2 


Bornons-nous donc à représenter l’équation ( 4 ). Or, elle peut s’écrire, 
m, n, p étant trois paramètres arbitraires dont on disposera par la suite, 


(—p cosSi ) (sin** a -h£sin*,cos*,)] 4 - ^— 


mnp 


z \ \ 

mC) ~ °* 


Sous cette forme, elle rentre immédiatement dans le type général (E) ci- 
dessus, où l’on a fait h\ = Zi 2 = hi=, 1, grâce aux identifications 


fi = o, 

. _ mnp 

J 2 = ’ 


g'3 = O, 
£)\ — 




m G 


1 » 


^ l =/?cos.s 1 , 

#2 = O, 

/{=— n ^sin 2 s 3 4 - ^ sin s/cos s 3 ^ , 

A= o. 


Les points (si) et (s 3 ) sont donc distribués sur Oy, de part et d’autre de 
l’origine, les points (z-*,) et ( z.r t ) sur la partié positive de Ox; on distinguera 
d’ailleurs ces derniers les uns des autres en plaçant les graduations correspon¬ 
dantes de part et d’autre de Ox. 

Pour un tachéomètre dont la constante G est égale à 100, ce qui est le cas 
ordinaire, et en donnant aux paramètres m , n, p les valeurs 


m == 1 r >, 




REPRÉSENTATION'AL' MOYEN D’ÉLÉMENTS MOBILES. 3j7 

M. Goedseels a obtenu le nomogramme dont la figure i5i est la réduction 
à la moitié. 

Les graduations angulaires y sont faites en grades ( 1 ). 

Fig. i52. 


; 



.1 

ij 


Prenons l’exemple numérique pour lequel les données sont 

l = i, 54, « = 7 o g , s = g3 e , 


( l ) Suivant le conseil donné par le colonel Goulier, pour la graduation des mires, 
les cliifFraisons de (^ t ) et de (z 2 ) ont été inscrites de façon que le sens croissant de 
la graduation soit dirigé vers la droite du chiffre lu normalement. Ce conseil n’a 
pas été suivi en ce qui concerne la chiffraison de (-3 2 ), parce que, le nomogramme 
étant tenu comme l’indique la figure, les chiffres seraient lus à l’envers. 
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d’où l’on déduit immédiatement 




2 




- a = 3 o*, 



ce dernier angle, pour être compris entre o et 2r == 4oo g , ayant été augmenté 
de 2 tc. 

Les trois positions de l’équerre, dont la première seule a été marquée en 
pointillé sur la figure, donnent successivement : 

Pour = 70, z* = 1, 54 , s 3 = 93, 

X = z k = C6 ,n ; 

/ 

Pour z x = 3o, z 2 — 1, 54 , £3=93, 


Y = zl 


i 34 m 


Pour z ! = 3 i 4 , ^2 = 0,77, z 3= 100, 



8 m 


129. Index en équerre à pivot fixe ou à sommet guidé. — Pour 
approprier les index en équerre à la représentation d’une équation à 
trois variables seulement, il faut soit remplacer une des quatre 
variables du type précédent par une constante, soit rendre identiques 
deux de ses quatre échelles ponctuelles. Dans le premier cas, l’une 
des branches de l’équerre se trouve pivoter autour d un point fixe. 
En voici un exemple, dû à M. Soreau ( 4 ) : 


Exemple d'index en équerre à pivot fixe : Vitesse de Vécoulement de 
Veau par un orifice rectangulaire noyé. — La formule à représenter, 
où V est la vitesse d’écoulement (en m. par sec.), h\ et h t les cotes (en m.) 
des bords horizontaux, de l’orifice par rapport à la surface libre en amont 
est 

1 3 

A 2 _ A 2 

v = a -9 53 ir=nrv 


qui peut s’écrire 


A 2_a 2 

o ,338 V = - 4 1 

h\ — h»2 


(*) Contribution..., p. 383 . 
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Mise sous la forme (2) du n° 126 , cette équation devient 

o, 338 V o o 1 

o — 1 o 1 
jî 

h\ h{ 11 

h\ /î 2 1 I 

Afin d’obtenir une courbure plus accentuée de l’échelle (/<), M. Soreau a 





retranché des éléments de la première 
seconde, ce qui donne 

1,352 V o 

1 — 1 

\h\ —h x hx 

3 

4 h | — h 2 h 2 


colonne multipliés par 4 ceux de la 
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d’où les échelles 
(V) x — i , 309 .V, y = <>, 

A 

(/ii) et (ho) x — h, y — h — 4 h-, 

et le point fixe 

(P) • x = \, y = —i. 

Adoptant pour x etjr sur la figure formée par les (//j ) et (ho) et, par suite, 
pour y et x sur la figure formée par (V) et par le point P respectivement les 
modules 18 p. et ioop, M. Soreau a obtenu le monogramme de la figure 1 33 , 
sur lequel, pour h\ = 12, h 2 = 8, on lit Y = 1,4. 


Plaçons-nous maintenant dans la seconde hypothèse en supposant 
que ce soient les échelles (5,) et (*G qui se réduisent à une seule. 
Le type du nomogramme correspondant est celui que représente 
schématiquement la ligure \\)\. Le sommet G'de l'équerre mobile 



O X Y', étant placé en un point de cote donnée de l'échelle (5,) et 
l’un de ses index O X/ amené à passer par un point de cote donnée 
de l’échelle (æ 2 ), l’autre index fait connaître la valeur de la troisième 
variable sur l’échelle (^ 3 ). 

Si r on se reporte au type (E) du n° L 28 , on voit que toutes les 

f <r 

fonctions*^ et — pourvues des indices d’un même groupe (1 et 2, ou -> 

et 4 ) peuvent être multipliées par une constante. Il suffit donc, pour 
que les échelles (z t ) et puissent être rendues identiques, suivant 
une remarque de M. Soreau ('), que les échelles ( 3, ) et (z^) soient 


(') Nouveaux types..., p. 48. 
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réductibles l’une à l’autre par le produit d’une similitude et d'une 
translation, c’est-à-dire que, si l’on lait £4 — ^,, on ait 



U 



= a 


£1 

h\ 


c. 


a , b , c étant des constantes. 

Il convient d’ailleurs de remarquer que, lorsque l’inconnue est la 
variable qui correspond au sommet (ainsi que c’est le cas dans 
l’exemple suivant), la lecture ne laisse pas d’être un peu délicate. Il 
faut, en effet, en faisant passer les deux index de l’équerre par les 
points donnés, amener son sommet à tomber sur l’échelle correspon¬ 
dante. Une remarque analogue peut être faite à propos de tout mode 
de représentation applicable à n — 1 variables, dérivé d’un mode 
applicable à n variables par coïncidence de deux échelles d’abord 
distinctes. 


. Exemples d'index en équerre à sommet guidé : i° Mur de soutène¬ 
ment pour des terres profilées suivant leur talus naturel .— Reprenant 
l’équation déjà représentée aux n° s 46 et 125, d’une part, par droites et cercles 
concourants, d’autre part, par index parallèles 


k -(1 -+- tan g-o ) H- p ( k 


tangi 



M. Soreau ( 1 ), après avoir remarqué qu’dit' pouvait s’écrire 


1 

P 


1 

I 


3 tango — 

o * 


I 

I 


3(i 


L u 


"g 2 ?) 


l’a traduite en un nomogrammc à index en équerre à sommet guidé, en faisant, 
dans les expressions des x et des y du n" 128, 

//., = h î ~ It 3 = // 4 = i, 

A = «> f*~ T*' f* = — tan S?i A =-r> 

r A. 

_ [ 

Si = Jfi ©3 = 3(tang*o 4- 1 ), ^= 0 , 


ce qui donne 

les trois échelles 

(*) 

x ~ 0 , 

(P) 

r 

(?) 

p' 

x — 3(i -+- tan g 2 0 ), 


(') Nouveaux types p. 49 . 


y — <>, 

y = 3 tango. 
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Le nomogramme correspondant est celui de la figuie 
que l’équation ainsi représentée n est pas réductible au 


i55. Il offre eet intérêt 
type des points alignés 


Fig. i55. 




et qu’elle se trouve néanmoins ainsi ramenée au seul emploi de points cotés- 
sans qu’il y intervienne plus d’une échelle par variable ( 1 ). 


(*) Quoique moins élégant que celui décrit ci-dessus, le nomogramme à index 
parallèles du n° P 25 est pratiquement plus avantageux, parce que d’une lecture plus 
précise, l’opération qui, avec le nomogramme à index en équerre, consiste à amener 
le sommet de l'équerre sur l’échelle (À) pendant que ses deux côtés passent par des 
points donnés sur les échelles (p) et (9) étant un peu délicate. 

Pour effectuer cette détermination d’une façon rigoureuse, il suffirait, après avoir 
joint par une droit»; les points ( p ) et (©), de placer l’une des pointes d'un compas 
au milieu de l’intervalle de ces points, et, avec une ouverture de compas égale à la 
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La position de l’équerre marquée en pointillé- correspond à l’exemple 
p— 0,75, © — 3 o°, pour lesquels on a k = o,3. 

Profüomètre Siégler. — L’équation (3) du n° 110 peut s’écrire 

(a — z )- = + c ). 

Sous cette forme, on voit immédiatement qu elle peut être représentée au 
moyen d’index en équerre à sommet guidé. 

Il suffira de porter sur l’axe des x ( Jig . i 56 ) les échelles 


X — pl ( £ ~H 8), 

X = — ‘1 p 2 (a + C I. 


Fig. i56. 



et sur l’axe des je l’échelle 

y = p 3 <> — *), 

* . . / 

Pi, p 2 p 3 étant des modules liés par la relation pj = p t p 2 . 

Plaçant alors le sommet O' de l’équerre au point coté z et faisant passer le 
côté O'Y’ par le point coté G, on lit à la rencontre du côté O'X' et de la troi¬ 
sième échelle la valeur de z. 

Tel est le principe de l’instrument construit par M. Siégler sous le nom de 
profilomètre ( 1 ). 

Pour le calcul de s et, par suite, de X obtenu, comme nous l’avons vu 


moitié de cet intervalle, de reporter la seconde pointe de ce compas sur l’échelle (k) 
où elle marquerait le point dont il y aurait à lire la cote. La variante ainsi obtenue 
pourrait être rattachée au type de nomogramme étudié au n° 132 . 

(*) A. P. C., p. 98; 1881, i er semestre. Dans le profilomètre tel que l’a réalisé 
M. Siégler, l’équerre, théoriquement réduite à deux axes rectangulaires dessinés sur- 
un transparent, est matérialisée sous la forme des bords d'une équerre métallique. 
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( n° 411 ), par accolement d’une second» 1 graduation à celle de e, l’auleur a eu 
recours à l’ingénieux dispositif que voici : 

Fixons à l’équerre un axe N P parallèle à 0 'y' et portons sur cet axe 
l’échelle 

y=p 4 £, 

le module étant tel que, si d est la distance du point O' au point N, on ait 

_ [^3 

d ~~ pj 

La similitude des triangles NPO' et OO'M donne 

Pj_£ _ p :t ( a — z ) 

d p j ( t H— 0 ) 

ou, en vertu de l’égalité précédente, 

a — £ 


qui est bien la formule (i) du n° 110. 

Ce mode de représentation, graphique de l'équation liant e à ^ etO 
ne rentre dans aucun des types de monogramme envisagés jusqu’ici. 
On verra plus loin (n° 148) comment il dérive de la théorie générale 
englobant tous les types possibles de nomogramme. 

Il va sans dire que, dans les nomogrammes à index en équerre 
comme dans tous ceux qui ne reposent que sur l’emploi de points 
cotés, on peut remplacer les échelles simples par des réseaux de 
points à deux cotes (n° 101). M. Soreau en a donné un exemple 
intéressant ( 1 ). 

Le mode suivant de résolution nomographique des équations des 
troisième et quatrième degrés peut être rattaché à cette extension de 
l’emploi des index en équerre. 

130 . Nomogrammes à index en équerre pour la résolution des équations 
complètes du troisième et du quatrième degré. — Ayant, aux n os 104 et 105 , 
décrit des nomogrammes pour la résolution des équations complètes du troi¬ 
sième et du quatrième degré, nous signalerons ici un ingénieux emploi des 
index en équerre imaginé par M. Massau ( 2 ), en vue du même problème, et 
que nous a\ons nous-mèrne simplifié. 


(') Soreau, Nouveaux types..., p. 5<j. 

(-) Mémoire sur Vintégration graphique, Livre III, Chap. III, n" 185. 
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Ce procédé, déduit par son auteur de considérations de' Géométrie dans 
l’espace, interprétées par la Géométrie descriptive, consiste en ceci : 

Etant tracées sur un quadrillage régulier de module p les droites ( z ) 
définies par l’équation 

p.s 2 -t- zx ■+■ y = o, 

on déplace une équerre dont le premier côté passe constamment par le point 
(n — q , p) du quadrillage, c’est-à-dire par le point 

x=\x(n — q), y=pp, 

et dont le sommet décrit la verticale cotée n ou 

x = p n , 

jusqu’à ce que le second côté de cette équerre coïncide avec une des droites (z). 
La cote de celle-ci est alors une racine de l’équation 

z 3 - t— nz 2 -j-pz -+■ q — o. 

En effet, appelant 7] l'y du sommet de l’équerre, on voit que l’on a d’abord 

\xz 2 -H z p n -i- ir] = o ; 

puis, la droite cotée z étant perpendiculaire à celle qui joint le point 
x — p (n — q), y = p/> au point x = p n, y — r n on a aussi 


l x 9 

L’élimination de 7 ] entre ces deux équations donne bien l’équation complète 
du troisième degré ci-dessus, ce qui justifie le procédé. 

Lès simplifications dont ce procédé est susceptible sont les suivantes : 

i° Si l’on prend les points d’intersection des droites (s) avec Ox, on obtient 
les points 

x=— ;xz, 

c’est-à-dire que la cote d'une droite z est celle du point ou elle rencontre 
l'échelle régulière portée sur O x Y changée de signe . 

2 ° L’enveloppe des droites (z) étant la parabole 

x z — 2 [x y = o, 

il suffit de tracer cette parabole P ( fig . 107 ) pour n’avoir pas à tracer les 
droites (z). 

Le nomogramme se réduit alors à un quadrillage régulier dont les axes Ox 
et O y sont gradués et sur lequel est tracée la parabole P. Son usage se 
réduit à ceci : On déplace une équerre dont le sommet décrit la verticale 
cotée n (le long de laquelle on peut placer une règle) et dont un côté passe 
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par le point (n — q, p ) (où l’on peut planter dans la feuille une pointe fine) 
jusqu’à ce que son second côté soit tangent ci la parabole P. La cote 
changée de signe du point où ce côté coupe O.r est une racine de l’équa¬ 
tion proposée. 

Fig. 157. 



On voit qu’il suffit, dans l’équation du système des droite s (z), de rem¬ 
placer par z 3 -hmz 2 , pour avoir un nomogramme de l'équation complète 
du quatrième degré 

-S 4 +»î3 3 +/l2 2 +/IZ + ÿ = O. 

A chaque valeur de m correspond, bien entendu, une courbe enveloppe , n 
analogue à P. Il n’y a qu’à tracer le système de ces courbes sur le quadrillage 
régulier pour que le nomogramme se trouve construit. 

Seulement ici les valeurs de z ne devront plus être inscrites sur l’axe Ox y 
puisque les cotes des points où cet axe est coupé par la droite 

l( s 3 -}- mz 2 ) -h zx -hy — o 

ne sont pas les mêmes suivant la valeur de m. tics valeurs de ; pourraient 
être données par le coefficient angulaire de la droite correspondante changé 
de signe. On pourrait aussi recourir à l’emploi des trajectoires de contact è- 
(n° 108). En effet, le lieu des points de contact des enveloppes C m avec les 
droites correspondant à une même valeur de z est une courbe dont l’équation 
s’obtiendra, comme on l’a vu au n° 10S, en éliminant m entre l’équation ci- 
dessus et sa dérivée, prise par rapport à z. Ici, l’équation et sa dérivée étant 
linéaires en m, x et y, on voit que ces trajectoires fë- seront des droites. 

On trouvera plus loin (n° 141, •>/’) un autre type <hî nomogramme pour 
l’équation complète du quatrième degré. 

131. Index circulaire. — La seule courbe, invariable de forme , 
qui partage avec la ligne droite la propriété d’être déterminée de 
position par deux points, est un cercle de rayon constant. De même, 
en ellct, qu’une droite définie par deux points peut glisser sur elle- 
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même par m^e translation, un cercle de rayon donné, défini par deux 
points, peut glisser sur lui-même par une rotation. Il en résulte qu’un 
index circulaire pourra, comme un index rectiligne, servir à établir 
une liaison entre trois échelles ponctuelles. Le type de nomogramme 
correspondant est donné par la ligure 1 58. 


Fig. i58. 





La considération des index circulaires ne présente guère qu'un 
intérêt théorique. Nous nous y arrêterons toutefois un instant pour 
faire voir que la marche que nous avons suivie au n° 46 permet de 
mettre sous forme symétrique (M le type général d’équation corres¬ 
pondant. 

L’équation du cercle de rayon r servant d’index, rapporté à deux 
axes rectangulaires fixes, mais d’ailleurs quelconques, du plan est 

<> — O 2 -+- (y — y 2 = c 2 , 

; et Tl étant les coordonnées variables de son centre. Exprimant que 
ce cercle passe par les trois points cotés (* 4 ), (^ 2 ), (j.,), dont les 
coordonnées sont définies respectivement par 

(-/ » ' x ~ fii y — gi ( i — I, 2 . 3 ), 

on a les trois équations 

Ç' 2 n* ~ 2 //5 — 2 gi r i +// + gj — r 2 = o ( i = j, a, 3 ), 

Le problème qui consiste à éliminer £ et ri entre ces trois équations 
est algébriquement le même que celui qui a été résolu au n° 46, 

(’) Alors que cette forme symétrique ne se rencontre pas dans le Mémoire de 
M. Goedseels, où la possibilité de l’emploi de ce genre d’index se trouve signalée. 



388 


CHAPITRE VI. 


lorsqu’on remplace 


?i 

par 

h 

X 

» 

1 

y 

» 

T), 

fi 

» 

~ *fi, 

gi 

» 

— 2 £7, 

bi 

» 

ff + gJ 


Nous pouvons donc écrire immédiatement le résultat. Convenant 
d’abord, pour simplifier l’écriture, de poser d’une manière générale 


a i b { Cy 
a 2 b ± Ci 
° \\ b ;j c :i 


aibid |, 


et remarquant que 


i a i ff -+- gl — r 2 | = | i ai ff -+- g J |, 


nous avons pour l’équation cherchée 


I i gt ff + gï I + \fi i ff 
■+" 4 | fi Si 1 |(| fi gi fi g] 


cr ? 
£ / 


fi gi 1 l) = 


O. 


Si l’on pose 


/? + *!= li. 


on voit qu’avec la notation abrégée du n° 46 l’équation 
peut s’écrire 

D j --+- D—(— \ l)/( I) — f ' 2 D/) = <>. 


précédente 


En particulier, si les points (z- { ) et (s 2 ) sont distribués sur Ox 7 
les points (s 3 ) sur Oy , cette équation, toutes réductions faites, prend 
la forme simple 

gî [(/1 ~ f - ) 2 — 4 r 2 \ + (g\ —ff,)* = O. 


132. Index concentriques. Points équidistan ts. — On peut géné 
raliser le principe des index parallèles (n° 125) en traçant sur le 
transparent, au lieu de droites parallèles, des cercles concentriques. 

Il convient toutefois de remarquer que, dans ce cas, le cercle, dit 
primitif , à faire passer par les deux premiers points (;, ) et (zf doit 
être un cercle déterminé du système (à distinguer par un signe spé- 
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cial). Une lois ce cercle amené à passer par les points voulus, l’un 
des cercles concentriques passe par le point (j 2 ), et le point (z :i ) qui 
se trouve sur ce second cercle fait connaître la valeur de l’inconnue. 

Pris dans sa généralité, le procédé, lorsqu’on suppose les échelles 
simples, s applique donc à des équations à quatre variables. On le 
réduit au cas de trois variables en supposant deux des échelles (zf 
et coïncidentes et réduisant le cercle primitif à un point, centre 
commun de tous les index concentriques. 

Le nomogramme comprend alors {fig. i5g) trois échelles (5,), 


Fig. i5c>. 



{~">)i ), entre lesquelles le mode de liaison se réduit à ceci : le 

cercle cle centre ( c 1 ) passant par le point {z.j) passe aussi par le 
point {z :t ). 

O 11 peut, au lieu du transparent à index circulaires concentriques 
dont nous venons de parler, se servir ici d’un compas pour la 
lecture du monogramme : l une des pointes du compas étant mise 
au point coté g,, l'autre en z 2l on fait tourner le compas autour 
de la pointe z t jusqu'à ce que Vautre pointe tombe sur 
l'échelle la cote du point ainsi marqué est le nombre 

cherché. 

C’est en raison de cette façon de rattacher les points {z.j) et (zj) 
à (j, ) que l’auteur de cette nouvelle classe de monogrammes, 
M. N. GercevanolF, leur a donné le nom de nomogrammes à points 
équidistants ( 1 ). 

Afin de rappeler le rôle spécial joué clans ce mode de liaison par 
le point on peut l’appeler le point central , et l’échelle ( 3 .,), 
Y échelle centrale. 


( 1 ) Les principes du calcul nomographique, publiés en russe, à Saint-Péters¬ 
bourg, ('ii 390 ( 3 , au paragraphe 10. 
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Il est très facile de former le type d’équation correspondant. 
Si, en effet, l’échelle (^/) (pour i — r, 2 , 3) est défi 11 i<* par 

(w) x—ft, r~gi< 


il suffit, en supposant les axes rectangulaires et les modules sui¬ 
vant Ox et Oy égaux, d’écrire l’égalité des distances des points (^ 2 ) 
et (^ 3 ) au point (j,) pour avoir 


ou 

(i) 


( fi fi (gi — 


A I 


fi + g l -fi - 


< y - 
3 


2 /l‘/2 


: ( A— /i) 2 -+- ( g*—g\ > 2 
~fi > — 2 gl(g 2 ~ g: 3) = O, 


qui, d’après la 
sous la forme 

d') 


remarque même de M. Gerce vanoff, peut se mettre 


A ~fi 0 g - g 3 

gï-\~ gi * fi ~^~fz 
'ig\ 1 a/i 



et comprend comme cas particulier certaines équations déjà repré¬ 
sentables en points alignés avec deux échelles rectilignes. En effet, si 
l’on fait 

A=°’ gi = <>, 

l’équation ( 1 ) se ré du il à 


et il suffit de jioser 


gi —fi — g I -f ?-/i A = <>, 

2/1 = F,, £l = F 2 . 

A = — ? _ r /7 -i- 0-2 \ _ F 

Ji H;j ’ ( J:5 • *») “ H 


pour qu elle s’écrive 

( 2 ) F 1 G 3 +F 2 ll3-+-F 3 =o, 


forme identique au type (E) du n° 78. Si en outre f :l === 1 , elle se 
réduit à 

M) Fi -+- F-2-+- F ;j = o. 


type (E) du n° 67. 

On obtient encore une équation de ce dernier type dans l’hypo¬ 
thèse g K = g 2 = gs = o, car l’équation ( 1 ) se réduit alors à 
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équation qui, au facteur parasite près, est de la forme ( 3 ) ci-dessus. 

L hypothèse faite pour obtenir le type ( 2 ) montre que les 
échelles (^,) et (z 2 ) sont disposées respectivement sur Ox et O 
1 échelle (^ 3 ) étant quelconque. Cette dernière devient à son tour 
rectiligne et parallèle à Oy lorsque s’ajoute F hypothèse qui a conduit 
au type (3). 

Pour le type (3 ), les trois échelles étant portées le long de Ox (ce 
qui ne peut se réaliser pratiquement que si deux au moins d’entre 
elles sont identiques), outre que la traduction géométrique de l’équa¬ 
tion représentée est alors évidente, on s’explique la présence du 
facteur parasite par le fait que le cercle de centre (s,) coupe le sup¬ 
port commun en deux points, en chacun desquels deux cotes z 2 et z 3 
sont confondues. Les cotes à associer pour la résolution de l’équation 
sont celles qui se rapportent à deux points distincts. 

On peut d’ailleurs se proposer de rechercher la forme la plus géné¬ 
rale de l’équation représentable par un nomogramme à points équi¬ 
distants ne comprenant que des échelles rectilignes, semblables à 
celles de certaines fonctions cp 2 , Il suffit, pour cela, que 

/<= «?*+ b ( , gi — etOi -s- cli (1=1,2, 3 ). 

On trouve alors que l’équation ( 1 ) prend la forme 
( 4 ) Aj cp| À 3 ©| <fi ( B 2 ©2 + B 3 <p 3 ) -t- G1 cp 1 —J— C 2 <p2 ~t- G3 ^3 + D = o, 

où A 2 et A 3 , nécessairement de même signe , peuvent toujours être 
pris positifs. 

Les huit coefficients de l’équation (4) s’expriment en fonction des 
douze coefficients ai , c t -, d [; on voit, lorsque les premiers sont 
donnés, qu’on dispose de quatre conditions arbitraires pour la déter¬ 
mination des seconds. On ne saurait toutefois, dans le cas général, 
choisir ces conditions supplémentaires de façon qu’il en résulte des 
sujétions particulières pour les échelles. Par exemple, on ne saurait, 
en général, faire c 2 = c / 2 — c A — d% = o, parce que les supports des 
échelles (z 2 ) et (z 3 ) seraient alors coïncidents, ce qui exige une rela¬ 
tion particulière entre les coefficients de l’équation donnée. 

La parité de signe de A 2 et A 3 introduit une sujétion dont on peut 
s’affranchir, lorsque l’un des coefficients B 2 ou B 3 est nul, grâce à un 
artifice signalé par M. Gercevanoff ( 1 ). 


( 1 ) Loc. cit p. 29. 
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Supposons donc A 3 négatif, en posant A ; , =— A' } , et, de plus, 
— o. Inéquation s’écrit alors 

A2 cp2 -i™ A3 o| -+■ B2 9 1 Ç2 ~l - fli çi “t - C2 cp2 -T - G2 cp3 —t— D = (>. 

Définissons alors la fonction A* par la relation . 

K ?I G2o 3 = — a;j(L| - 4 - 73•!/:* + A, 

» 

les coefficients du second membre étant arbitraires (ce cpii per¬ 
mettra d’en disposer de façon que reste réelle dans le sens consi¬ 
déré) et a 3 >* o. 

L’équation devient alors 

Av 9•> — sc j ^| — t— 1^2 919*2 G191 -1 - G 2 92 -i - '(■5 ~G t) -4- A - = o. 

Elle rentre ainsi dans le type (4). 

Exemple : Résolution de Véquation du second degré. — Soit l’équation 
du second degré, où le terme constant est supposé négatif, 

z --+- pz — q — o. 

Elle rentre dans le type (2) ci-dessus lorsqu’on prend 

z \ = Pi «2 = q , —3 == z, 

avec 

91 p > 92 = q , 92 = ^3 = -, /a = — 1, 

d’où l’on tire 

s P 

/i= - ’ <sl= <>, 

/ 2 ==o, gi==>Jq, 

/ 3 ==—Æ, ^3=0* 

La valeur trouvée pour £ 2 montre pourquoi on doit supposer le terme cons¬ 
tant négatif ( 1 ). 

Les échelles obtenues sont donc définies par 


(P) 

p 

X — —, 

2 

y = 0 (échelle centrale), 

(q) 

*î 

. Il 

c 

II 

Si 

(«) 

X = — z. 

y = <>• 


(>) Des n* strictions de ce genre existent chaque fois qu’on a recours à un mode 
de représentation quadratique, et c’est une des principales raisons de la supériorité 
des modes de représentation purement projectifs. Toutefois la représentation qua¬ 
dratique permettra parfois (et c'est ici le cas) de substituer des échelles rectilignes, 
faciles à graduer, à certaines échelles curvilignes. 
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L’échelle centrale (p) et l’échelle (3) se réduisent à des échelles métriques 
portées sur O x, à partir de O, l’une dans un sens, l’autre dans l’autre, la cote 
de la seconde étant, en valeur absolue, moitié de celle de la première au m’ême 
point. 

Quant à l’échelle ( q ), elle est bien facile à reporter au compas sur Oy. Il 
suffit de remarquer que, pour z = q , on tire de l’équation donnée p — 1 — q. 
Donc, prenant comme point central le point coté 1 — q de l’échelle (p), il 
suffit d’amener la seconde pointe du compas sur le point cot éjj de l’échelle (z), 
puis de la reporter sur O y pour avoir le point de même, cote de l’échelle {q). 
C’est ainsi que M. Gercevanoff a construit le nomogramme que reproduit la 


Fig. 

160. 


10 

9 

8 

7 

✓ 

1 <!> , 

/ 

f 

Z 

1 

t 

9 

1 

ÎO -9 -8 -7 -6 -5 -4 -J JZ _i 

t 1 ( 1 1 1 . 1 

(F) \ 

0 1 2 3 A 5 6 7 P |9 ,i 0 


jz _;_ ^ p 

°(z) 2 - 3 -* - 5 


figure 160, où le cercle marqué en pointillé correspond à l’équation 


dont les racines sont 



z' = 1, i 5 et 


„tr 

AJ 


\y 


5 . 


II. — Systèmes cotés mobiles. 

133. Généralités. Plans superposés. Éléments mixtes. — Dans 
ce qui précède, les éléments mobiles étaient des éléments dépourvus 
de cote, compris sous le terme générique d’index, qui servaient à 
établir certains modes de liaison entre des éléments appartenant à 
des systèmes cotés figurant de façon invariable sur la partie fixe du 
nomogramme. Rien n’empêche de supposer que la partie mobile, 
généralement réalisée sous forme d’un transparent, porte elle-même 
certains éléments cotés qui, une fois mis en place, interviennent dans 
la lecture du nomogramme au même titre que les systèmes lixes. 

Les déplacements les plus généraux du plan mobile rJ sur le plan 
fixe - sont à trois degrés de liberté. Pour fixer la position de ré sur tz 
on pourra donc disposer des valeurs de trois paramètres; on pourra, 
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par exemple, en supposant le plan tt pourvu de trois échelles respec¬ 
tivement graduées au moyen des valeurs de ces paramètres, faire 
passer des index marqués sur tz' par les points ayant pour cotes sur 
ces échelles les valeurs qu’on se sera données pour ces paramètres. 
Les éléments cotés de tJ dépendront donc, une fois mis en place, de 
trois variables de plus qu’il n’y en a pour les coter sur tt'. Par 
exemple, les points d une échelle ponctuelle de tt', une fois mis en 
place, dépendent sur tt de quatre variables ; ceux d’un réseau de points 
à deux cotes, de cinq variables, etc. Gela fait entrevoir les ressources 
que l’on pourra tirer de l’emploi de systèmes cotés mobiles en vue 
de représenter des équations à un plus grand nombre de variables, 
d’autant plus que l’on peut supposer les divers systèmes cotés, à 
fixer sur tu, tracés sur des plans indépendants les uns des autres tt', 
tt", . . ., tous mobiles par rapport à tc. 

Il va sans dire que ces plans tt', tt", . . . pourront n’avoir sur tt que 
des déplacements à un ou à deux degrés de liberté. Les déplacements 
à un degré de liberté les plus simples seront évidemment les transla¬ 
tions parallèles à une direction fixe et les rotations autour d’un point 
fixe ( dont les précédents peuvent n’être regardés que comme un cas 
particulier) ; ceux à deux degrés de liberté les plus simples seront 
les translations générales. 

D’autre part, les déplacements du plan tz sur le plan tt sont encore 
aptes à définir ce qu’on peut appeler des éléments mixtes , c’est- 
à-dire des éléments qui se trouvent cotés, ou meme engendrés, du 
fait de la position relative des deux plans : par exemple, une ligne 
non cotée de tz qui emprunte la cote d’un point de tt par où elle 
passe; ou un point d’un support situé sur tt qui, par l’intermédiaire 
d une ligne tracée sur tt', emprunte la cote d’un autre point de tt; ou 
même un point provenant de la rencontre d’une ligne cotée sur tt et 
d’une ligne cotée sur tz' , .... 

Nous allons, dans ce qui suit, en nous bornant à des cas simples, 
intéressant plus directement la pratique, étudier quelques exemples 
de ces diverses façons d’utiliser les systèmes mobiles. 

A. — Systèmes mobiles a un degré de liberté. 

134. Systèmes à translation. Echelles plissantes. Règles à 
un tiroir. — Considérons trois axes parallèles O { X\, 0 2 #2 ? 0 3 x 3 tels 
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que celui du milieu puisse glisser entre les deux autres (jig. 161 ). 
Si l’origine 0 2 est amenée en face du point d’abscisse x { et si le 

Fig. 161. 


0 ..U-J X-J «J 

! (Zy) 

A i 

1 (Z, 2 ) 






( ^ 3 ) 



point d’abscisse vient alors en face du point d’abscisse x s , on a 


OC \ — j— OC 2 « 2 ?3 • 


Si les trois axes portent respectivement les échelles définies par 


on aura donc 


■ X i = U fl, 

^2= [J-fi, 
^3 = [J-fi, 

/l ^ fi~ fi 


De là un mode de représentation nouveau pour les équations de 
cette forme, au moyen d’échelles glissantes. 

On pourra réaliser matériellement le nomogramme correspondant 
en gravant les échelles ) et (z a ) sur la face supérieure d’une règle 
dans laquelle on engagera un tiroir à glissière portant l’échelle (z 2 ). 
On retrouve ainsi le type d’instrument connu sous le nom de règle 
à calcul. 

La plus simple de toutes est celle qui permet d’effectuer la multi¬ 
plication en traduisant l’équation de cette opération mise sous la 
forme 

l°g^3 = logZ,. 


Gomme ici les échelles (^y) et (s 3 ) sont identiques, on peut les 
supposer confondues. La règle à calcul ainsi obtenue, qui se trouve 
aujourd’hui entre les mains de tous les techniciens, est d’un usage 
trop courant pour que nous croyions devoir nous y arrêter davan¬ 
tage (^); il nous a suffi de faire voir comment elle peut être rattachée 
à la théorie générale des nomogrammes. 


G) Pour plus de détails, voir notre Instruction sur l’usage de la règle à calcul 
dont une 2° édition a paru en 1921 chez Gauthier-Villars. Nous rappellerons simple- 
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Parmi les équations du type \<>iilu, 011 peut encore citer celles qui 
se rencontrent dans le calcul des profils de remblai et de déblai 
lorsqu'on les a mises sous la forme logarithmique (n° 110). 

Une régie pour ce genre d’application a etc construite par 
M. Toulon ( * ), une autre par M. Paulin ( 2 ). 

Tous les calculs usuels que comporte l’étude d'un ouvrage en 
béton armé ont été réduits, par lç professeur J. Rieger, de l’École 
Polytechnique de Brünn, à l’usage d’une règle unique, fort bien 
étudiée, dont le tiroir est muni d’un assez grand nombre d’échelles 
que l’index du curseur permet de mettre en liaison avec les échelles 
portées par la règle elle-même. 

De même qu’on l’a vu à propos d’autres types de nomogramme, 
les échelles d’une règle à (‘aïeul pourront, le cas échéant, être frac¬ 
tionnées. En voici un exemple bien simple : 

Supposons que la partie utile O, r, de l’échelle ( 5 ,) déborde la 
partie utile de l’échelle (z 9 ) ( fig* 162 ). A partir de la perpendicu¬ 
laire à O K x x menée par 0 ;{ , reportons en O, A', la portion O, A, de 
l’échelle ( 5 ,), et fixons au tiroir un index Cf dont la distance au 
trait origine 0 2 de l’échelle ( z 2 ) soit précisément égale à 0 1 A t . Il 
est bien clair que lorsque le trait () 2 marquera sur O, A, le point 


ment que le principe de la règle à calcul fut proposé par Wingate dès l’époque où 
Gunter imagina la construction des échelles logarithmiques, soit dès le début 
du xvii" siècle. L'usage de la glissière, introduit par Selli Partridge (1671), fut 
réinventé par Leadbetter (1750). C’est vers 1S1 5 que les frères John, de Soho, firent 
de la règle à calcul l’objet d’une fabrication courante. Introduite en France par 
Jomard en 1821, cette règle y fut construite par Lcnoir, qui la perfectionna dans 
ses détails, ainsi que ses successeurs, Gravet-Lenoir et Tavernier-Gravet. De nom¬ 
breuses variantes en ont été imaginées depuis lors, offrant certains avantages spé¬ 
ciaux. On trouvera à ce sujet quelques détails dans la brochure 0.8 ( p. 5 2 à 66) et 
dans l’article Calculs numériques de VEncyclopédie des Sciences mathématiques 
(t. I, vol. 1 , fasc. 3 , p. 4 k> de l’édition française). Nous mentionnerons, en outre, le 
nouveau type de règle proposé par M. Wargniez qui, par l’introduction, sur le tiroir, 
de la courbe exponentielle qui équivaut (suivant ce qui a été vu au n° 12) à une 
échelle logarithmique, est parvenu, sous des dimensions très restreintes, à accroître 
sensiblement l’approximation fournie par la règle. 

Il convient aussi d’observer que le même principe théorique peut encore être 
applique au moyen de la rotation relative de cercles concentriques munis des 
mêmes graduations que les règles et leurs tiroirs. Ce dispositif, adopté dès 1 63 a par 
Oughlred, se retrouve dans divers i 11 s t nimeuts modernes, comme ceux de M. John 
Fui 1 er ( Computing telegraph ) et de M. Bouclier ( Cercle à calcul). 

( ') Voir le Cours de Routes de M. Durand-Claye (2 e édition, p. 56 i). 

C J ) Portefeuille des conducteurs des Ponts et Chaussées , t. XXI, 1889; p. i 33 . 
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affecté d’une certaine cote z i, l’index 01 marquera sur Oj A’, le trait 
affecté de la même cote. On pourra donc supprimer la portion 0 ( A, 
de l’échelle (z t ) en la remplaçant par O', A\ de façon à limiter les 
deux échelles ( 5 ,) et ( 33 ), portées par la règle, à une même perpen¬ 
diculaire à la direction de cette règle. 

O \ - 

Fig. 162. 

Olj I hmim I ! I i il, f, j lm UUUUUA; 

- - L — - Al | I LLUJJ II 1 .,1„ ), h.l,Uh„hi1. l . l U l L l l d.l JOj 

i 11 hJmJ, ■- I 1 ■-! » » ■ ■ » »-!-« l-i i- t . 

! 0: 

0 3 1 mkmi* ■», I kULLl LJ-j ■ ImL«mWAmAi 1 11 

Lorsque le trait CL se trouvera engagé entre les échelles de la 
règle, on se servira de ce trait pour prendre le point 3 4 sur la 
portion A,#, de l’échelle correspondante. Lorsque le trait CL se 
trouvera en dehors des échelles de la règle, c’est avec l’index O!, 
qu’on prendra le point z t sur le segment O 7 , A' r 

Il est bon d’ailleurs d’observer que, dans beaucoup de cas, les 
traits de la portion 0|A, prolongeront exactement ceux de la 
portion A, x K qui pourront dès lors servir à définir la seconde partie 
de l’échelle, pourvu qu ils soient munis d’une seconde chiffraison ('). 

On peut, bien évidemment, remplacer les trois échelles simples ( 5 ,), 
(s 2 ) et (z ;t ) du numéro précédent par des échelles binaires 3 /( ), 
(z*, z r ,), (« 3 , z fi ). On a ainsi, au moyen d’une règle portant les 
échelles (s 4 , 3. 4 ), (z 3 , z fi ) et munie d’un tiroir portant l’échelle (s 2 , z s ), 
la représentation de l’équation 

/ 

Pour mettre en correspondance les points de l’une à l’autre échelle, 
on peut avoir recours soit à une équerre dont un bord est mis en 


(’) La règle à calcul fractionnée, imaginée et réalisée dès 1 85 1 par le lieutenant 
Mannheim (depuis lors colonel), a, dans la suile, été renouvelée, sous des formes 
diverses, par plusieurs auteurs, notamment par MM. Evcrett ( Universal proportion 
Table), Scherer ( Rechentafel ), Derivry ( Carte à calculs), Thackcr et Billeter 
(Cylindres à calcul). Afin de donner à un tel instrument de calcul un grand déve¬ 
loppement sans avoir recours au fractionnement, le professeur Georges Fuller, de 
Belfast, en a enroulé les échelles le long d’hélices tpcées sur un cylindre de révo¬ 
lution ( Spiral slide raie; voir 0.8, p. 60). Les trois derniers instruments cités 
réalisent des sortes de nomogrammes à trois dimensions. D’après M. Favaro, la 
première échelle hélicoïdale aurait, dès ifiâo, été construite par Milburne. 
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coïncidence avec un bord de la règle, soit à un curseur portant un 
index perpendiculaire à la direction de la règle et qui se déplace le 
long de cette règle. 


135. Règles ci plusieurs tiroirs. — Au lieu d 7 un seul tiroir, on 
peut munir la règle de plusieurs tiroirs glissant les uns contre les 

Fig. i63. 



autres (fig. i63). Si la règle porte les échelles (z t ) et (z„) définies 
par 

#1 = [J- fi , 

Xn = y-fn , 

et si les divers tiroirs portent les échelles 

•^2 = 

^3 = p/ 3 , 

.* 1 

•T n—\ — 

on voit que si l’on arrête l’origine 0 2 en face du point 0 3 en face 
du point z 2l . . ., O ra ._t en face du point z n _ 27 et si le point z n _ K se 
trouve alors en face du point z n , on a 

./l + fi "+■ ••• ’+‘fn-l=fn* 

On obtient donc ainsi un nouveau mode de représentation des 
équations de ce type. 

On pourra, bien évidemment aussi, comme dans le cas précédent, 
remplacer une ou plusieurs de ces échelles simples par des échelles 
binaires. 

Exemple : Règle à calcul pour la traction d'une locomotive. — Si v 
représente la vitesse en kilomètres par heure, q le poids en tonnes de chaque 
véhicule remorqué, a Finclinaison de la voie sur l’horizon, le nombre n des 
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véhicules que peut remorquer une locomotive de type connu est donné, 
d’après M. A. Frank, par la formule 


A 

/—r B p 2 + C — D sin a 

\/v _ 

Qq •+■ F p 2 — 1000 <7 sin a 


où A, B, G, D, E, F sont des constantes numériques dépendant de la loco¬ 
motive considérée. 

Celte formule a été représentée par M. F.-J. Yaes, au moyen d’une règle à 
trois tiroirs de la manière suivante ( i ) : 

Si l’on pose i 

A 

^F+Bp 2 +C — /i(u) 
et 



D sin a 


— fï O, a), 


E</ + Fp 2 ==/ 3 (p, cj ), 
1000 q sin a 

'~1 ï(p,?) ? ’ 2)> 


on voit que la formule considérée peut s’écrire 

n= a ) 

OU 

log/l = log/i(p)-Hlog/ 2 (p, a) — log/ 3 (p, q) — log/ 4 (p, çr, a). 

Sous cette forme, on reconnaît qu’elle rentre dans le type général ci-dessus. 
On pourra donc la représenter au moyen d’une règle portant les échelles 
parallèles 

.r 0 =p.log«, 

#i= F lo g/i<>) 

( étant un module quelconque), entre lesquelles on fera glisser des tiroirs 
munis des échelles multiples «définies par 

a?2= , plog/ 2 (p, a), 

^3= — ^log/ 3 (p, q), 

&* = ~ p-log/ 4 (p, q, a)« 

Les deux premières sont des échelles binaires ; leur exécution n’offre donc 
aucune difficulté. On pourra d’ailleurs, pour l’une comme pour l’autre, 
prendre pour lignes cotées (p) des parallèles à l’axe des x. 


( 1 ) Studies over trekkracht van Locomotieven en weerstand van treinen (De 
Ingénieur , avril 1987). 
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La dernière est une échelle ternaire; mais rien n’empcchera de construire 
sur différents tiroirs interchangeables les échelles binaires obtenues en attri¬ 
buant à a différentes valeurs lixes si celles-ci ne sont pas trop nombreuses. 
On se servira, dans chaque cas, du tiroir portant l’échelle (p, q ) correspon¬ 
dant à la valeur de y considérée. Si, d’ailleurs, les échelles (p, q) correspon¬ 
dant à plusieurs valeurs de a n’empiètent pas les unes sur les autres, on 
pourra les tracer sur le même tiroir, ce qui est le cas pour l’exemple numé¬ 
rique auquel se rapporte la figure 164. Cette figure reproduit un fragment de 
la règle construite par i\I. Vaes avec les données 


A = 

* 4 > 9 C, 

D = 63 000, 

B = 

^ té ~ 

II 

VJ 

C = - 

- f> 

F — 0,0047 


La règle même porte les échelles I et V relatives l’une à p, l’autre à n. 
Cette dernière a d’ailleurs été fractionnée ainsi qu’on l’a expliqué à la fin du 
numéro précédent. 

Les tiroirs II et III portent des échelles binaires (p, a) et (c, q) pour 
chacune desquelles les lignes (e) sont des parallèles aux bords de la règle. 

Le tiroir IV porte trois échelles binaires (p, q ) correspondant respective¬ 
ment à a = — 1 00 , a = et a = 9 —, échelles pour chacune desquelles les 
lignes p, toujours parallèles aux bords de la règle, sont les mêmes. 

L’usage de la règle peut se résumer ainsi : On fait correspondre le 
point (p, a) de l'échelle II au point p de l'échelle I, puis le point (p, q) 
de l'échelle III à l'origine de l'échelle II, puis le point (p, q) du 
groupe a de l'échelle IV à Vorigine de l'échelle III ou ci l'index ter¬ 
minal , marqué sur cette échelle non loin de son extrémité si son origine 
est trop éloignée (ce qui est le cas sur la figure 164). On n'a plus qu’ci lire 
la cote clu trait de l’échelle V qui se trouve en face de l’origine de 
Véchelle IV, cette lecture se faisant le long du bord extérieur ou du 
bord intérieur suivant que , pour mettre en place l'échelle IV, on s’est 
servi de l’origine ou de Vindex terminal de l'échelle III. 

Il va d’ailleurs sans dire que, puisqu’il s’agit ici d’un nombre de véhicules, 
on prendra pour n la valeur entière la plus voisine de celle qui serait exacte¬ 
ment donnée par l’origine de l’échelle IV. 

Par exemple, sur la figure if>4, la disposition des tiroirs, qui correspond aux 
données 

1 


p = Go kl 


montre que l’on a 


q = 1 V 1 ’. 


n = 12 . 


a — 


400 


136. Systèmes à rotation. Echelles tournantes. — Après les 
systèmes à translation, les systèmes mobiles les plus usuels sont 
ceux à rotation. 



Fi». 
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Pour commencer par l'exemple le plus simple, prenons une 
échelle (^\) pivotant autour d un de ses points sur le système supposé 
fixe des droites parallèles menées perpendiculairement à sa direction 
primitive Ox ( 1 ) {fig* i()5). 

Si l'échelle (;, ) est définie par 

& = \\fu 

la perpendiculaire à Ox passant par le point z t a pour équation 

x — pc f \ coso). 

to étant Fannie que Ox fait avec 0,r. 


Fig. i65. 



Supposons tracée sur le plan du nomogramme une courbe porlanl 
une graduation quelconque (zf). L’angle <o est évidemment fonction 
de la cote du point par lequel passe le support Ox' de l’échelle (s 4 ), 
ou un index quelconque invariablement lié à ce support. On peut 
donc poser 

cosoj = / 2 

et, par suite, 

** = V-f i/a* 

L’ensemble de l’échelle mobile (z<) et de l’échelle fixe•(s 2 ), qui 
peut être dite échelle de repérage , équivaut donc à une échelle 
binaire représentative de la fonction f\j* le long de Ox. 

Nous n’avons fait aucune hypothèse sur la nature du support de 


(‘) Une telle échelle peut être considérée comme dérivant du type général des 
nomogrammes polaires ( n° 18) lorsque les courbes cotées de celui-ci deviennent des 
droites perpendiculaires à Taxe Ox. 
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l’échelle curviligne (x 2 ). Il va de soi que, dans la plupart des cas, le 
mieux sera d’adopter un cercle de centre O. Quel que soit d’ailleurs 
ce support, la graduation s’en fera bien aisément au moyen de la 
relation écrite ci-dessus, qui lie z 2 à w. Dans le cas d’un support 
circulaire, la graduation (z 2 ) est bien évidemment telle que sa projec¬ 
tion sur Ox soit l’échelle même de la fonction f 2 , construite avec un 
module égal au rayon du cercle. 

En vue de représenter au moyen d’une échelle tournante les fonc¬ 
tions de la forme -b g\, M. Lallemand, à propos de l’application 
donnée ci-dessous, a eu l’idée de décrire, sur le plan de l’échelle 
mobile ( 5 ,), de chaque point z t de cette échelle comme centre, un 
cercle de rayon jxgq. La perpendiculaire à Ox, tangente à ce cercle 
coté z { , est alors 

x = 

le signe entre parenthèses étant -f- ou — suivant qu’il s’agit de la 
tangente à la partie du cercle concave ou convexe vers O y'. 

En accolant à l’axe Ox deux échelles telles que celle-ci, on voit 
qu’on aura la représentation d’une équation de la forme 

pour laquelle une autre méthode a été exposée au n° 97. 

Remarque. -— 11 suffit de remplacer l’échelle ( 5 Q par une échelle 
binaire (z t , z 3 ), et l’échelle (z 2 ) par un réseau de points à deux 
cotes (z 2 , Zj,), pour avoir, par les perpendiculaires à Ox, l’échelle 
de la fonction f t f 2i . 

Exemple : Correction des mires du nivellement. — La correction E d’une 
hauteur de mire est donnée par la formule 

rî= ( !i ^r) H+/(H) ’ 

ou H représente la hauteur lue, exprimée en décimètres, p l’indice de compen¬ 
sation au moment de la lecture, \x d l’indice de compensation au départ, c’est- 
à-dire une constante, H) une fonction définie graphiquement par la traduc^ 
tion en diagramme des résultats de l’étalonnage. 

L équation précédente définit donc la correction E en fonction de H et de p. 
Une correction analogue étant afférente à chacune des deux mires, la diflfé- 
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rence de niveau II"— II' devra être corrigée de la quantité 


\ J " ~ '/<! 


■/*(«')- 




Cette équation rentre dans le type envisagé à la fin du n° 13-4. On peut donc 
la représenter au moyen d’une échelle simple à translation (s) glissant Je long 
de deux échelles biliaires fixes (p', H') et ( p", II"). 

Le o de l’échelle (e) étant amené en face du point (jji', II'), le point de 
l’échelle (e) qui se trouvera en face du point (pt", 11 ") fera connaître la cor¬ 
rection cherchée. 

Or, les fonctions représentées par les échelles binaires (p', II') et ([jl". H") 
sont du type considéré en second lieu au numéro précédent lorsqu’on fait cor¬ 
respondre respectivement les lettres II et p aux lettres z x et c 2 et que l’on 
définit les fonctions g x par 

/i - H, 


g>V~/(ll). 

Chacune de ces fonctions pourra donc être représentée par une échelle tour¬ 
nante portant des cercles de rayon /(H) pour II, et une échelle de repérage 
pour p. 

Il suffira de disposer ces deux échelles sur un même plan, de façon que leurs 
origines O' et O" soient sur une même perpendiculaire à la direction de la 
translation de l’échelle (z ) pour constituer le nomogramme demandé. 

C’est ainsi que iVl. Lallemand a construit celui que représente la figure 166 ( 1 ), 
et qui est en usage au Service du Nivellement général de la France. 

Chacune des échelles (II') et (II") est dessinée sur un secteur mobile res¬ 
pectivement autour de O' ou de O", et qui tourne devant l'échelle (p') ou(p") 
correspondante. 

L’index i’ ou i" de ce secteur mobile est amené en face de la valeur de \x 
ou p" se rapportant à l’opération dont on veut corriger le résultat, valeur qui 
est donnée en centimiliimètres. Comme cette valeur ne varie pas sensiblement 
dans le courant d’une journée, pour effectuer la correction des lectures faites 
dans cette journée, on fixe d'une manière invariable les secteurs, sur la plan¬ 
chette qui porte le nomogramme, au moyen de punaises P' et P". 

L’échelle de la correction (s), graduée en décimillimètres et gravée sur une 
plaque de celluloïd, est indiquée en pointillé sur la figure ( 2 ). Ses déplace- 


C) Sur cette ligure, empruntée à un ouvrage où les notations étaient différentes, 
on doit lire O', IF, p', O", II", p", au lieu de O,, II,, p n 0„, II.,, p„. 

( 2 ) Cette échelle prête à l'observation que voici : Comme on n’a besoin que des 
valeurs arrondies de s, au lieu d’élever, au support de l’échelle, des perpendiculaires 
par les points de cote ronde, on les mène par les points moyens entre ceux-ci, en 
constituant de cette façon des cases à tout l'intérieur de chacune desquelles s’ap¬ 
plique la cote i‘onde qui s’y trouve comprise. 
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échelles (p') et (jjl") et l’horizontale o de l’échelle transparente étant amenée 
tangentiellement au cercle coté n de l’échelle (H'), on voit que la tangente 
horizontale au cercle coté 24 de l’échelle (H") correspond à la division 4 <> de 
l’échelle transparente. On a donc ici 

£ = 4o dm . 


137. Exemple d'éléments mixtes engendrés par une rotation : vibration 
de la lumière diffusée. — Cet exemple est emprunté à la Thèse du lieute¬ 
nant-colonel (alors capitaine) Lafay pour le doctorat es Sciences physiques (* ). 

ell* désignant un angle qui définit la vibration rectiligne incidente, un 
angle qui définit la direction du grand axe de la vibration elliptique diffusée, 
les mêmes lettres affectées des indices c et 2 les memes angles pour le cas où 
la vibration diffusée dévient rectiligne, a et b des variables liées aux directions 
des rayons incidents et diffusés et dépendant de la nature de la surface, l’équa¬ 
tion à traduire en nomogramme est 

sin 2 ( (t' — d? 2 ) sin 2 ( 0A0 — JLi ) sin 2 ( (£ — ( Î ) I ) sin 2 ( JL — «Ao 2 ) 

a "* b 

— 2 sin( 0 ? — (£*! ) sin ((£* — sin(2<Jb — <A>i— dbs). 


Posant 


*2 eA*) 


pJLi ■ 

cAo \ ' 

% 


11 

cAog 
cAo 2 


a. 


= P. 


2 — 


on la transforme en 


2a , 

2,6', 


sin 2 (a'-f- (j') sin( fi — a) sin 2 ( fi '— a') sin(a -+- fi) 

â H 1 

= 2 sin ([ 3 '— a') sin (a'4- fi r ) sin [ 3 , 

et M. Lafay a remarqué que cette équation pouvait être mise sous la forme 



sin a 
tang fi 

tang (3'—tanga' 
tang -h tanga' 

tang fi '-h tanga' 
tang( 3 '— tanga' 


cos a 1 


a 

b 


tang fi '— tanga' 
tang fi'-j- tanga' 

tang fi'-i- tanga' 
tang fi '— tanga' 


( ) j 4 .nnales de Chimie et de PlipsK^u^e^ scnc, t. XVI } p. 5 oo O899). 
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On voit donc qu’elle exprime l’alignement des trois points X, U, Y définis par 


(X) 

(U) 

(V) 


sin a 

x = p-- , 

tang(3 

tang fi’— tanga' 
tang [i -h tanga 

x= tang f'-4-tang a' ; 

1 tang [y —tanga 


y = p cos a, 

tang 3'— tanga' 

<% r . , n _H J_ <3 

/ ' ^ r 1 7 ^ 

tang jj tanga 

, tang S'-f- tanga' 

y = u o -2_L,-2— . 

J ‘ tang [B'—tanga' 


p étant le module à la fois sur O x et sur Oy. 

Le point X, qui dépend des deux cotes a et [B, est à la rencontre de la 
droite 

( y- ) y = p cos a 


avec l’ellipse 

(P) jp 2 -h x* tang 2 (B = p 2 . 

Les droites et les ellipses correspondantes, cotées sur la figure 167 respecti- 


Fig. 167. 



vement au moyen des valeurs de 



















4 o 8 
et de 
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è- = X 
2 


- (nAoi 
‘2 


Jv9 2 ) , 


sont faciles à tracer. 

Le point U est, on le voit immédiatement, à la rencontre de la seconde 
bissectrice des axes Ox et O y avec la droite menée, par le point A (a? = —or, 
y — — a) de la première bissectrice, parallèlement à la direction OS dont le 
coefficient angulaire est 

tang(3' 

u — - . 

tanga 


De même, le point V est à la rencontre de la première bissectrice avec la 
droite menée, par le point B(a? = 6 , y = — b) de la seconde, parallèlement 
à la même direction OS. 

Les points A et B donnent naissance sur les bissectrices à des échelles mé¬ 
triques ( a ) et (b) faciles à marquer. 

Pour définir la direction OS, on peut tracer sur le nomogramme le 
réseau (a', [i') } défini par 

x — — fi cot [3\ y = — p. cota', 


ainsi que cela a été fait sur la figure 1 G 7 . La direction OS est alors celle qui 
va du point O au point (a', ( 3 '), et il suffit de mener par les points cotés a et b 
des parallèles à cette direction pour obtenir les points U et V dont l’aligne¬ 
ment donne X. Pour n’avoir pas à tracer ces parallèles, on aura évidemment 
recours à un transparent portant des index parallèles équidistants suffisam¬ 
ment rapprochés. 

Finalement, le nomogramme se trouve ainsi constitué : le réseau (a, (3) des 
parallèles (a) à Ox et des ellipses ((3); le réseau (a', (3') des parallèles (a') 
à Ox et des parallèles (fi')àOj; les échelles métriques (a) et (b) ayant pour 
supports les bissectrices OA et OB des axes Ox et O y. 

Le transparent à index parallèles permet de transporter de OA sur OB 
en U, et de OB sur OA en V, parallèlement à OS (direction qui dépend de a 
et |3') les points cotés a et b sur ces supports. 

Il n’y a plus ensuite qu’à prendre au moyen d’un index l’alignement des 
points U, V et (a, (3). 

Il est toutefois plus simple, ainsi que M. Lafay l’a remarqué lui-même, de 
recourir à une échelle (a', [3') tournante. 

Supposons construit sur un transparent, dont l’origine O' reste en coïnci¬ 
dence avec O, et dont les axes O’ x' et O 'y' sont d’abord en coïncidence 
avec O x et O^, le réseau (a', J3') défini, par 

x' = jx cot [j', y' = — \x cota’, 

symétrique, dans cette position initiale, du réseau (a', (3 ') précédent, par 
rapport à O y. Lorsqu’on fera tourner ce transparent autour du point O, de 
manière à amener le point (a’, [3’) à se trouver sur O y, il est bien clair que 
son axe Oy' se confondra alors avec la direction OS précédemment définie. 
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Par suite, les droites mêmes de ce transparent, parallèles à Oy r , qui passeront 
par les points cotés a et b, détermineront les points U et V. 

Ce sont, en somme, les droites cotées (fi') qui, considérées indépendamment 
de leurs cotes, engendrent par leur rencontre avec OB et OA les points mixtes 
U et V dont, par leur intermédiaire, les cotes a et b sont empruntées aux 
échelles de la partie fixe du nomogramme. 

Remarquons que, si la direction OS passe par le point (a', (3'), la direc¬ 
tion OS', qui lui est perpendiculaire, passe par le point 

a7 = ptang[3', y — — p tanga'. 

On obtient ainsi, dans le cas où les variables oé et [3' sont représentées sur 
la partie fixe du nomogramme, un nouveau réseau, que nous désignerons 
par (a', P')! ; il ne diffère du précédent que par ses cotes, qui pourront être 
inscrites à côté des premières, mais en chiffres penchés, afin de les en distin¬ 
guer nettement. 

Cela permet de ne faire usage que des points situés à l’intérieur de 
l’angle AOB. Si, en effet, la direction OS est extérieure à cet angle, la direc¬ 
tion OS' lui est intérieure. On prend alors les droites AU et BV perpendicu¬ 
laires, au lieu de parallèles, à cette direction. 

Si l’on a recours à des points (a', [3') marqués sur le transparent mobile, le 
réseau (a', (3')i, symétrique du précédent par rapport à Oy, est défini par 

x '—— ptang JB', y' — — p tanga'. 


Puisque ici les droites AU et BV sont alors perpendiculaires à OS', elles sont 
données cette fois par les parallèles à Ox', au lieu des parallèles à Oy’. 
L’emploi du nomogramme se résumera donc comme suit : 

On amène le point d'intersection des droites cotées — L i ’ 2 

et ( .l\— ffL du transparent sur l'axe O y. Si, pour que ce point soit à l'in¬ 
térieur de AOB, on a dû lire ses cotes dans le premier système, on prend 
les points de rencontre U et V des bissectrices OA et O B avec les droites 
du transparent parallèles à O y', qui passent respectivement par les points 
cotés a et b. Si, au contraire, les cotes i f^et < Ï 1 — d\ ont été 
lues dans le second système, on prend les points U et V au moyen des 
droites du transparent passant par a et b, mais parallèles à Ox'. 

Une droite tendue entre les points U et V coupe alors la droite 

cotée --- 1 sur une ellipse dont la cote fait connaître JL-——-—JJ, 

d’où, JLi et JL 2 étant donnés, l’on déduit immédiatement JL. 

Sur la figure 167 , construite dans l’hypothèse d’un système (a', (3') fixe, on 
a, en traits pointillés, tracé les droites AU et BV correspondant aux exemples 
numériques suivants : 


i° Direction OS. 

Les données sont : 

a — i,5, é> = o,4; 

1 —— 9 5 0 , “2 ( 1 — JL 2 ) == 4 o° ; 

21 £ — ûpi _ çe 2 = 200 °, I ( aLj -+- JL 2 ) = 5o°. 
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On lit sur le nomogramme 

cl. — {(cl,,-f-cl> 2 ) = 34°, 

d’où 

cl. = 84°. 

9 ,° Direction OS'. 

Données : 

a — i,5, b = o,4 \ 

<1?, — # 2 = 9 5°, {(cl.!— X 2 ) = 4o°; 

2 — a\ — ^2 = 34o°, { ( cl.! -4- cl.2 ) = 5o° 

On lit sur le nomogramme 

cl. "g ( ûl’ l ~1~ c 1.9 ) —- 67°, 

d’ou 

cl. = 117 0 . 

On remarque aussi sur la figure 167 des hyperboles tracées en pointillé et 
marquées 8. Leur signification est la suivante : 

Aux variables a cl b est liée la variable 8, différence de phase introduite 
par la diffusion entre les deux composantes d’une vibration, par l’équation 

ab — cos 2 8. 

Or, les distanees OU et OV des points U et V à l’origine sont données, 
d’après les expressions écrites plus haut des coordonnées de ces points par 


Donc 

OU.OV = ’iab = 1 cos 2 6. 

Il en résulte que la droite UV est tangente à une hyperbole ayant 0.r 
et Oy pour asymptotes. Ce sont les hyperboles correspondant aux diverses 
valeurs de 0 qu’on a tracées en pointillé sur la figure 1G7. Celle d’entre elles 
qui est tangente à la droite UV fait connaître la valeur de 8 ( 1 ). 

B. — Systèmes mobiles a deux degrés de liberté. 

138. Système à double translation. Résolution des équations 
trinômes à exposants quelconques. — On peut combiner la trans¬ 
lation de réchelle dans le sens de sa longueur avec une translation 
perpendiculaire à cette longueur. 

( 1 ) Ce complément du nomogramme rentre, comme l’on voit, à une homographie 
près, dans le type des abaques tangcntiels généraux ( 11 0 59). 


OU - a s /2 


tang(V—tanga' tang ( 3 'H- tanga' 

-—- ; , U V — b \J *1 -- —— - 7 

tangjs ■+• tanga tangji —tanga 
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Si, par exemple, nous prenons un nomogramme à points alignés, 
constitué au moyen de trois échelles rectilignes parallèles (Ch. IV, 
sect. II, A), nous pouvons rendre chacune des trois échelles mobile : 
i° dans le sens de sa longueur; 2° dans le sens perpendiculaire à 
cette longueur. 

Pour définir la première translation, on peut accoler à l’échelle (s,) 
une échelle (z 2 ) dont on amène un point de cote donnée sur l’axe Ox] 
pour définir la seconde, il suffît de faire passer le support de 
l’échelle (z 2 ) par un point de cote donnée sur une échelle (z 3 ) accolée 
à Ox. Dès lors, les coordonnées du point s* sont 

y = f*i (/i —/a), X = fx 2 / 3 . 


Par suite, en supposant les modules p., et p 2 les mêmes pour les 
diverses échelles parallèles, on voit que l’alignement des points z t , 


,y 


Fig. 168 . 
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Z/ n z 7 {Jig. 168) donnera une représentation de l’équation 


A A A 1 

A-A A * 

A—fs A 1 


- O. 


En remplaçant les neuf échelles qui viennent d’être définies par 
des échelles binaires, on a un nomogramme à dix-huit variables. 

On pourra, sur les trois supports parallèles, supposer les 
échelles (zf) et (^ 2 ), (z A ) et (53), (z 7 ) et (s 8 ) respectivement 
confondues. 



4 12 


CHAPITRE VI. 


On pourra aussi attribuer à plusieurs des variables des valeurs constantes. 
Supposons, par exemple, le point z 7 constamment confondu avec l’origine et 
le point z k variable sur une échelle fixe. La forme correspondante de l’équa¬ 
tion sera, en supposant les fonctions f\ et f 2 identiques, 

fi—A A 1 
A h 1 =° 

O O I 

ou 

h (fi —A ) ~ A J* — °> 

h étant une constante. 

En particulier, prenons pour f x , / 2 et j\ la fonction logarithmique, et 
pour A la fonction hz 3 . Nous aurons 

log-Sj — IogZ 2 - Z 3 Iog^4 = O 

OU 

Z | ^2 Z • 

Si l’on remplace les lettres z l} z 2 , z- 3 et z !t . respectivement par s , m, p. et s, 
on peut décrire le nomogramme correspondant de la manière suivante : 

L’axe Ox portant une échelle métrique quelconque , on lui élève au 
point coté i une perpendiculaire sur laquelle on porte une échelle loga¬ 
rithmique fixe E dont le point i se trouve sur Ox; puis on amène une 
échelle logarithmique mobile E w , de même module que la précédente 
et qui lui reste parallèle , à passer par le point coté p. de O x, son point 
coté m se trouvant sur Ox. Si alors une droite , tendue à partir du 
point-O, coupe les échelles E et E /u aux points respectivement cotés z 
et s, on a 

s = mz\è. 

Prenons une seconde échelle mobile E n pour laquelle nous remplace¬ 
rons 5 , m , p. respectivement par t, n, v. Nous aurons de même 

t — n z' 1 . 

De là l’ingénieux procédé de M. L. Torres pour la résolution des équations 
trinômes d’ordre quelconque ( 1 ). Une telle équation peut toujours être mise 

\ 

( 1 ) Ce procédé graphique constitue le schéma d’une curieuse machine conçue par 
M. Torres Quevedo en vue de cette résolution. On sait, au reste, que le savant ingé¬ 
nieur espagnol a créé une nouvelle espèce de machines à calculer, dites par lui algé¬ 
briques (par opposition avec les machines ordinaires dites arithmétiques ), dans 
lesquelles des index reliés mécaniquement se déplacent devant des échelles graduées 
réalisées matériellement de telle sorte qu’à chaque instant les cotes lues sous les 
index satisfassent à une relation algébrique donnée. Ce sont là, suivant la propre 
remarque de M. Torres Quevedo, de véritables nomogrammes mécaniques. 

Dans un Mémoire vraiment fondamental, inséré en 1901 au Recueil des savants 
étrangers de l’Académie des Sciences, ce savant ingénieur a démontré que n’importe 



sous la forme 
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/nzV-zh n z' J — i. 

Disposons nos deux échelles E m et E w comme il vient d’être dit ( fig. 169). 
Si nous tendons à partir du point O une droite qui coupe ces échelles en des 
points dont les cotes s et t soient telles que Ton ait 

s rb t = 1, 

la valeur de z lue sur l’échelle E, à son intersection avec cette droite, est 
une racine de l’équation ci-dessus. 

Fig. 169. 



La disposition des échelles de la figure 169 répond au cas où IVru a 

m = 2,i, n = 6 , 5 , 

P = 4, v = 3 . 


quel calcul arithmétique ou analytique (comme l’intégration des équations diffé¬ 
rentielles de type quelconque) pouvait être effectué à l’aide de tels mécanismes. 

Pour plus de détail sur l’œuvre mécanique, vraiment extraordinaire de M. Torres 
Quevedo, nous renverrons à l’article que nous lui avons consacré dans la Revue 
générale des Sciences , 2 0 sem. 1916, p. 547. 
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On voit que la position de l’index marquée en pointillé au-dessus de O.r 
coupe les échelles E m et \i, t en des points dont les cotes o,ix et 0,89 ont 
une somme égale à 1. Par suite, la cote 

z — o, 5 1 

du point où cet index rencontre l’échelle E est racine de l’équation 

2, 1 x’ 4 -f- 6 , 5 .r :} = 1. 

De même, la position de l’index marquée en pointillé au-dessous de O.r 
.coupe les échelles Iet E„ en des points dont les cotes 200 et 199 diffèrent 
de 1 ( 1 ). Par suite, la cote 

z — 3 ,11 

du point où cet index rencontre l’échelle E est racine de l’équation 

2,1 x 4 — 6 , 5 x 3 = 1. 

139. Extension de Vusage de Vanamorphose logarithmique 
grâce à une translation quelconque. Images logarithmiques. —- 
L’ingénieuse méthode due à M. R. Mehmke ( 2 ) fournit des nonio- 
grammes qui comportent, comme on va voir, des systèmes à transla¬ 
tion quelconque, par suite à deux degrés de liberté. 

r 

Etant donnée une équation entre deux variables 

F 12 =o, 

M. Mebmke appelle image logarithmique de cette équation la 
courbe obtenue par anamorphose logarithmique (n° 26) de celle qui 
la représenterait en coordonnées cartésiennes, c’est-à-dire celle qui 
est définie par 

a 7 .= plog*i, J = |2log£ 2 . 


ut étant un module quelconque. 

Gela posé, le principe de la méthode peut s’énoncer ainsi : 

Les images logarithmiques d'une équation de la forme ( 3 ) 


— ~ 1 2 — 6 1 ~ 2 — 


h _/«ï _l_ m m"' 

2 — c 1 ~ 2 


= 


( 1 ) Le nomogramme dont on s’est réellement servi était muni d’échelles logarith¬ 
miques dont celles de la figure 169 sont la réduction dans le rapport de 1 à 6 , 25 ". 

( 2 ) Civilingenieur , t. XXXV, col. 617 (1889), et Z. S ., t. XXXV, p. 174 (1890). 
Dans un Mémoire plus récent, M. Mehmke a étendu l’application de ces ingénieux 
principes aux grandeurs complexes (Z. «S., t. XL, p. i 5 ; 1895). 

( 3 ) L’anamorphose logarithmique ne s’appliquant qu’aux valeurs absolues des va¬ 
riables, il est nécessaire de mettre en évidence les signes des différents termes. 



REPRÉSENTATION AU MOYEN « ÉLÉMENTS MOBILES, 


4» 


que nous désignerons par [c ; , c\ c'" |, peuvent toutes s’obtenir 
par translation de C image logarithmique d une équation de la 
forme 


zh z’p z'f- ± z’f zf* ± z'fzf ± Y z'f z’f 


O, 


que nous désignerons par [y]. 

Supposons, en effet, ce système rapporté à des axes O' x' et O 'y' 
mobiles relativement aux premiers tout en leur restant respective¬ 
ment parallèles, et soient ,x 0 , y 0 les coordonnées de l’origine de ces 
axes mobiles, dans le premier système. 

Le point (z \, z' 2 ) du système mobile aura donc, après la translation 
qui amène l’origine mobile en coïncidence avec le point (# 0 ,y 0 ), les 
coordonnées 

x = cr 0 -{-it\ogz\, y =y 0 -i-fJ-logSj 

ou, en posant 

a*o= jJ-logXo, y 0 = logY 0 , 

les coordonnées 

x = ( u logXo»'!, y — [0. Jog Y 0 a' 2 . 

11 s’ensuit que, si ce point se trouve maintenant en coïncidence 
avec le point (s,, zf) du système fixe, on a 

Z\ X a Z , , Z 2 = Yq Z 2 .• 

Par suite, z, et sont liés par l’équation 


in., 

yi _y _2 

Y "U vm, 
0 1 0 


T m i 
‘ I 


Z G) 




et il suffît de poser 


1 ^ •> 
X ml yy3 


m"; 


X m i y/«a 
1 0 


= o, 


i V" 7 - 

1 o 

Y 777 'i Y 777 '» 

0 I 0 - 


^ , 


xy»Y?» 

X'o 1 Y?* 


x^r r Y-= 


pour que l’image [y] transportée comme il vient d’être dit coïncide 
avec l’image [c', c\ c'"\. 

Remarquons que ces trois équations de condition, lorsqu’on se 
reporte à la définition de X 0 et Y a , peuvent s’écrire 

O) (m, — m[)x 0 -h (mt—rn'z )y 0 = P loge', 

( a ) ( «^1 — )a?o -t- ( /«-i — m\ )y 0 = jj. log c", 

c" 

( m , — m 1 )a?o -H ( /w 2 — '«2 )yo = [* log -•. 


( 3 ) 
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Les équations (i) et ( 2 ) montrent que les droites O et C', dont les 



m 1 — m 


-> et qui passent par l’origine mobile (x 0 , j' 0 ), coupent 


l’axe Oy respectivement aux points dont les ordonnées sont 


y = 


l^b)gc f 
m 2 — 


P loge', 


[J. loge" 


y loge", 


l’équation (3) que la droite C w , dont le coefficient angulaire est égal 
à —t ,—— > et qui passe également par l’origine mobile (# 0 , y 0 ), 
coupe l’axe Ox au point dont l’abscisse est 


m 1 — m : 




Construisons le long de O y les échelles logarithmiques (c 1 ) et (c") 
de modules p3 et p/ 7 et le long de Ox l’échelle logarithmique (y w ) de 
module p 

Les trois remarques ci-dessus nous permettent alors d’obtenir faci¬ 
lement l’image logarithmique f c' : c\ c'"] lorsqu’on a construit sur un 
transparent le système des images logarithmiques [y], ainsi que les 
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droites C 7 , CT et G" {fi g. 170), que nous appellerons les index de ce 
transparent. 

Il en résulte, en effet, que si le transparent , tout en conservant son 
orientation , est déplacé de façon que les index G' et G soient 
amenés ci passer par les points cotés c' et c" respectivement sur les 
deux échelles de O y (*), et su dans cette position, l index C w 
passe par le point coté y" de l échelle de 0.r, l image [y I dont la 
cote y est égale à ^ coïncide avec Vimage [c 7 , c", c”' J. 

On conçoit, d’après cet énoncé, pourquoi le système (y) peut être 
dit fondamental pour les images [ c ', c", c'"]. 

On peut, pour éviter le calcul de fi, ( 2 ), recourir à l’artifice sui- 

' l 

vant : 

Les diverses positions de l’index G", qui se déplace parallèlement 
à lui-même , donnent sur Ox, ainsi qu’on vient de le voir, les 
valeurs de 


Nous pouvons construire le long de Ox une échelle binaire de 
cette fonction (n° 50 ) en prenant, pour définir cette échelle, un 
axe O ÿ” parallèle à la direction fixe de G”. Cette échelle sera, 
dès lors, définie par 

y = V-" bgy 

et 

x -y y = p loge , 

et la détermination de y, une fois le transparent mis en place au 
moyen de c et c\ se réduira à ceci : la cote y est celle de Vhorizon¬ 
tale de l échelle binaire (y, d")passant par le point où la droite G" 
coupe Voblique cotée c !,t . 

On conçoit immédiatement comment ce principe permet la résolu- 

C) Pour fixer avec précision la position du transparent, il est bon de constituer 
celui-ci d’une matière rigide (celluloïd) ayant un bord B t parallèle à O y et un 
bord B 2 parallèle à C'. Le bord B, étant appliqué sur Oy, on le fait glisser le long 
d’une règle jusqu'à ce que C' passe par le point (c') de O y, puis on applique une 
règle le long du bord B 2 et l’on fait glisser le transparent contre cette règle jusqu’à 
ce que C" passe par le point (c"). 

( 2 ) Il est à peu près aussi simple, et cela a l’avantage de dégager le tableau, d’ef¬ 
fectuer ce petit calcul auxiliaire, soit au moyen d’un des nombreux nomogrammes 
pour la multiplication décrits dans cet ouvrage, soit au moyen de la règle à calcul. 
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lion d’un système 






,777 


>6 «v 


-m'! ^ 7/72 

O . -4? j -O 9 


^77 ^r/il ^///5 , 
° ^1 ^2 


’2 — 


rrKl y'h 
** I ^ O 


<*'*£*;* ± tf'sf ^’rfc 


o, 

o, 


où les exposants sont considérés comme constants et les coefficients 
comme variables. 

Pour résoudre ce système d’équations, il suffît de tracer sur le 
quadrillage logarithmique défini par 

X = [JllogSi, y — [J. log~ 2 

les images | c\ c\ c w ] et [d ', d\ d !"j des deux équations ci-dessus. 
Les cotes et s 2 des différents points de rencontre de ces images sont 
les systèmes de solutions cherchés. Or, ces images peuvent être 
obtenues par translation du système fondamental (y), qui vient d’être 
défini ci-dessus, et du système fondamental analogue (8) pour la 
seconde équation. 

Les cotes (z t ) et (z 2 ) des deux systèmes de parallèles constituant 
le quadrillage pouvant être rejetées sur des parallèles à ces axes, on 
dispose des axes O# et O y pour y accoler d’une part l’échelle 
binaire ( c T), de l’autre les échelles simples (c) et (c 7 ). Si l’on a 

m t — m'% — n-2 — /i 2 , 
m>~ m\— il *.— ni, 

ftf ift 

m x — m x — ni — n x , 
m=i — = /i 2 — n"!,, 


ces diverses échelles sont identiques aux échelles (d" f , 0 ), (d')e t {d") 
relatives à la seconde équation et peuvent, par suite, servir également 
pour elle. 

S’il n’en est pas ainsi, on fixe la position de l’image |o] coïncidant 
avec [of, d % d"'\ sur un second tableau, puis on transporte le trans¬ 
parent de ce second tableau sur le premier où est déjà disposée 
l’image [c 7 , c\ c"'] en repérant sa position au moyen des points où 
ses index D 7 et D" coupent les axes portant les graduations (z t ) et(z 2 ) 
cjui sont les mêmes sur les deux tableaux. 

Remarque. — Si c m = o, on a \ = o, quels que soient c' et c'. 
Par suite, toutes les images [c 7 , c\ o], que nous représentons plus 
simplement par [c , c ], sont obtenues par translation de la seule 
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image [o], c’est-à-dire que les images logarithmiques de toutes les 
équations telles què 


-h -”U T ln i -(- r ' 7' ni 7 m '- H- n" r'«i _ 

-^>1 2 C Z y Xf 2 C *9 y 2 -— 


O 


sont obtenues par translation de la seule équation 


* 1 


z | _l: | a» ^ — 


-«*1 .'«S _ n 

° 1 ^ 2 *— 


// suffît, pour obtenir Vimage\d, c 7/ ] de faire passer les index G ' 
et G 77 respectivement par les points cotés c' et c" sur les échelles 
portées par O y. 

Dans ce cas, par conséquent, le troisième index C" disparaît. 


140 . Images logarithmiques de polynômes à une variable. — 
La méthode précédente se simplifie lorsqu’il s’agit des images loga¬ 
rithmiques d'équations de la forme 


» ♦> — —L_ C Z | 


± c"zT 


„ m” 

'* 1 


Ici, en effet, on a, en se reportant aux notations du numéro pré¬ 
cédent : 

nii — o, m\ — né, m\ — m", m"[ — né", 

nii— i, jn r 2 — o, m,= o, m"l — o. 


Par suite, les coefficients angulaires des index G', C 77 , C w se réduisent 
à m , m", m"' , les modules p. 7 , p. 77 à p., et /es échelles (c') e£ (c 77 ) coin- 
cident avec V échelle (z 2 ). 

Pour déterminer y, on peut prendre le point de rencontre de G!” 
non plus avec Ox , mais avec Oj, ce qui, pour (y w ), donne encore 
l'échelle (z 2 ). 

On voit donc que le nomogramme se réduit en ce cas au quadril¬ 
lage logarithmique (^, z 2 ) complété par le transparent portant : 
i° les index C', C' 7 , C w , droites de coefficients angulaires m 1 , m", né", 
menées par son origine; 2° les courbes fondamentales [y], images 
logarithmiques des équations 

^ _ _t_ -in’ _i_ ^ m " i_ -in'” 

± ± l ±z, ± y z, , 

Pour avoir Vimage [ c’, c", c'"], on place le transparent sur le 
quadrillage, de façon que les index G 7 et G 77 passent respective¬ 
ment par les points cotés c' et c" de V échelle (z 2 ) portée sur O y, 
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et Von prend parmi les images [y] celle dont la cote est donnée par 

v - - 

V 

i 

y" étant la cote du point où l 'index G" coupe la même échelle. 

On peut, pour éviter le calcul de y, recourir, comme dans le cas 
général, à l’emploi d’une échelle binaire accolée cette fois à O y. 

En outre, la remarque terminant le numéro précédent s’applique 
encore et montre que si bon ne prend que deux termes dans le second 
membre de l’équation ci-dessus, on obtient les diverses images loga¬ 
rithmiques par les translations d’une seule courbe ( f ). 

Avant d’indiquer quelques exemples de nomogrammes fondés sur 
l’emploi des images logarithmiques de polynômes, nous dirons 
quelques mots de la construction de ces images, d’après M. Mehmke. 


0 H 

Supposons que deux courbes U et V (fig- 17 i) soient les images 
lo garithmiques des fonctions 

z 2 = U j 

et 

z ï = ^ o 

c’est-à-dire que, sur l’ordonnée correspondant à l’abscisse on ait 

HK = [AlogUj, 

HL = plogVt. 

\ 

Soit, en outre, W l’image logarithmique de la fonction 

z •/ = Ij y h- V1 , 

de telle sorte que l’on ait 

H\1 = ulogiLj-h Vi). 

( J ) En supposant, bien entendu, que les signes des divers termes restent les mêmes. 
Pour chaque combinaison de signes, il faut avoir recours à une courbe spéciale. 




On 


d’où 


a 
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I 1 \ 


t\ 'i I 


HM = u logYi -+- [jl log / i -+- 


Xi 

u ( 


HM — IIL = LM = (jl log / i + 


V t 

L\ 


Supposons construite la courbe représentative des logarithmes 
d’addition de Gauss, définie par 


x = [x Iog£, y — fi log ( i+ - ) , 


courbe que nous. appellerons logarithmique d'addition ('), et 
(pii est représentée sur la figure 1^2 par la courbe A lorsqu’on 
prend p = 2 cm . 

Fig. 172. 



( ! ) La remarquable machine à résoudre les équations algébriques , de M. Torres 
Ouevedo est fondée en partie sur une traduction mécanique du mode de liaison 
défini géométriquement par cette courbe. 


DO CAO NE 


27 
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à LM. Or, si t a cette valeur, on a 


x = [J. Iog t — y. Iog (Jj — fx logVi = KL. 

Ainsi donc, pour déduire le point M des points K et L, il suffit 
de prendre KL en abscisse de la courbe A sur la figure 172 ; Vor¬ 
donnée correspondante est égale ci LM. 

S’il s’agissait de construire l’image logarithmique W' de 

U lf 


on verrait de même que M'K serait Vabscisse de A correspondant 
ci Vordonnée KL. Mais, afin d’éviter toute confusion, il vaut mieux 
recourir à la courbe logarithmique de soustraction définie par 


x — [x Iog t , 


y = n |o s 



et représentée par S sur la figure 172. 

Le segment LM' est alors égal à Vordonnée de la courbe S cor¬ 
respondant à l’abscisse KL ( 1 ). 

D ès lors, pour construire l’image logarithmique de 


z i — 


T tn> _i_ -m" 
~ 1 — Z 1 


5 


nous commençons par construire les images logarithmiques de 


et de 


Jil 


r itr 
9 1 î 


qui sont précisément les index G ' et G'. De ces droites, par le pro¬ 
cédé qui vient d’être décrit, nous déduisons immédiatement l’image 
demandée. Cette image, à son tour, jointe à celle de 


XJ .> 


i 


* 1 ? 


c’est-à-dire à une droite, permet d’obtenir, toujours par le même 
procédé, celle de 

- — -f- _i- ?n'l _i_ -m'" 

XJ ^ - —!— XJ J -J— J - 2 — [ XJ J 


( ! ) M. E.-A. Brauer a imaginé un curieux appareil dit compas logarithmique , 
muni de trois pointes en ligne droite telles que si deux de ces pointes sont placées 
sur les points K et L de la figure 171, la troisième vient automatiquement se placer 
au point M. Ce compas est décrit dans le Supplément au Katalog der mathema- 
lischer Modelle de M. Walter Dyck (p. 4 o). 
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141. Principe des nomogrammes à images logarithmiques. — 
Le principe des nomogrammes à images logarithmiques est le suivant : 

Soit une équation de la forme 

/(*) = *(*), 

f et g étant des polynômes de la forme indiquée au début du numéro 
précédent. Posons 

z ï — f{ z ) ~ g( z )' 

Nous pourrons obtenir les images ly et I«- de ces polynômes sur un 
quadrillage logarithmique par le procédé indiqué au numéro précé¬ 
dent si nous avons pour chacun de ces polynômes un transparent 
portant soit le système des images fondamentales, s’il s’agit d’un 
polynôme à trois termes, soit l’image fondamentale unique. 

Les cotes Zi des verticales du quadrillage passant par les points 
de rencontre des images 1 / et \ g sont les racines positives de 
l'équation donnée , dont les racines négatives pourront , s'il est 
besoin , s'obtenir de même en valeur absolue comme racines posi¬ 
tives de la transformée en — z. 

Puisque seules les parallèles à Oy du quadrillage interviennent 
dans le mode d’emploi du nornogramme, on pourra se dispenser de 
tracer les parallèles à Ox dont les seules cotes devront subsister 
sur Oy pour permettre, comme on l’a vu au numéro précédent, de 
fixer la position des index ainsi que la valeur de y lorsqu’on a affaire 
à un polynôme à trois termes. D’ailleurs, comme on pourrait avoir, 
pour les deux polynômes, des échelles binaires différentes pour le 
calcul de y, il vaudra mieux, en général, se contenter d’effectuer ce 
petit calcul à part ainsi qu’on Ta dit dans le second renvoi de la 
page 417. 

Nous plaçant donc dans le cas général, nous pourrons décrire 
comme suit un nornogramme à images logarithmiques : 

Le nornogramme se compose : i° d'un plan fixe dont les 
axes Ox et Oy portent des échelles logarithmiques de même 
module et sur lequel on a tracé une série de droites (z) parallèles 
à Oy et passant par les points de division de Véchelle de Ox; 
a ° de deux transparents portant respectivement les images loga¬ 
rithmiques [yJ et [0] construites comme il a été dit au n° 140 
avec leurs index G', G", G" pour l’un , D', D", TL’ pour l’autre . 
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Quant au mode d'emploi, il se réduit à ceci : Si les polynômes f 
et g ont respectivement pour coefficients c', c\ c" et d', d", d"', on 
place les transparents, dont /’orientation est maintenue con¬ 
stante ( 1 ), sur le plan fixe, de façon que les index Cl et C" d’une 
part, D' et D" de U autre, coupent V échelle de O y respectivement 
aux points dont les cotes sont c et c", d'et d!'. Si, dans cette posi- 
tion, les index G w et D" coupent la même échelle aux points dont 

les cotes sont f" et o", on prend sur les transparents les images 

c" d'" 

de cotes et Les cotes des verticales passant par les points de 
rencontre de ces deux images sont les racines z cherchées. 

t 

Pour distinguer les rôles joués par les divers index, G' et G" d’une 
part, D' et \Y de l’autre pourront être dits des index de position, 
G' et D" des index de résolution. 

Nous allons maintenant indiquer quelques exemples de tels nomo- 
grammes, empruntés également à M. Mehmke. 

Exemples. — i° Résolution des équations trinômes de de pré quel¬ 
conque. — Une équation trinôme de degré quelconque peut toujours se 
mettre sous la forme 

z m — dz pz a dz q 
m 

ou, en prenant pour inconnue z n et posant — == jjl ( 2 ), 

/ V 

£ jx ^ —I— P ~ —î— pj 

Formons les images logarithmiques des deux membres, suivant ce qui a été 
dit au numéro précédent. 

Pour le premier membre, ce sont les droites fixes passant par l’origine 
et avant précisément pour coefficient angulaire jjl. 


(’) Voir le premier renvoi de la page 4 l 7 * 

( 2 ) 1! est à remarquer qu’une telle équation peut, pour une valeur particulière 
de jx, être traduite en un nomogramme à points alignés tel que ceux qui ont été 
construits pour jx — i et ;x = 3 aux n os 79 et 80 . Les points ( z ), pour cette valeur 
de jx, seront distribués sur une courbe C a , et l’on voit que, pour une certaine valeur 
de z, les divers points obtenus en faisant varier jx sont distribués sur une parallèle 
aux axes A u et Be, attendu que les coordonnées de chaque point (z) sont données par 

._ ! J -i ! J -_ *■’ ! J -i !d? z '*' 

./ — o -> y — - 

! x i “f- ;x 2 z ' _ P-i H- P-j z 

Si donc x; et jx sont considérés tous deux comme variables, les points (£, jx) sont 
donnés par un réseau comprenant les courbes C a et des droites (z) parallèles aux 
axes Au et Be. Les courbes C 2 et C 3 d’un tel nomogramme (les plus importantes 
pour la pratique) sont tracées sur la figure 91. 
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Pour Je second, ce sont, en prenant toutes les combinaisons de signes utiles, 
les images fondamentales des polynômes (i) 


2 H- i, 

- — I, 

dessinees sur un transparent avec leurs index D’ et D w qui, rapportés aux 
axes mobiles de ce transparent, ont pour équations, puisque les exposants 
de z sont o et i, 

y = x 

et 

y = o. 


Le nomogramme avec le transparent est représenté par la figure 178 dans 
le cas de l’équation 


-3 


î^-T- (J. 


Fig. i-3. 



On voit que les index D' et D" coupent l’échelle de O y respectivement aux 
points cotés 2,1 et 9. Ici il faut prendre, vu les signes, l’intersection de 


( 1 ) Pa première et la troisième de ces images sont évidemment les courbes A e-t S 
de la figure 172. La seconde est la symétrie de A par rapport à l’index D' qui leur 
sert d’asymptote commune. Il est inutile d’envisager l’image de —z — 1, attendu 
que, si les deux signes du second membre étaient négatifs, l’équation n’aurait pas de 
racine positive. 
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l’image de ^ + i avec la radiante du plan fixe cotée 3, puisque p = 3. On 
trouve 

i ■** 7=1 % , 4 • 

-2° Résolution des équations complètes des degrés 3,4 et 5. — Les équa¬ 
tions complètes des degrés 3,4 et 5 peuvent s’écrire respectivement 

±z dz n = dz pz-' dz q z~ 2 } 
d zz 2 ±mz±n = dz p z~ l dz q s~ 2 , 

■±lz^zh.Iz dz m — dz nz~ l zb pz-^dz qz-‘ à . 

On reconnaît donc, suivant ce qui a été vu au n° ci-dessus, qu’on pourra les 
représenter en appliquant, sur un plan portant simplement l’écfielle logarith¬ 
mique de O y et les parallèles à cet axe menées par les points de l’échelle 
logarithmique de O a?, des transparents portant les images logarithmiques des 
polynômes 



zt ziz z~^ ziz Y ^ 

avec leurs index respectifs. Les images relatives aux polynômes de la première 
ligne sont celles qui sont tracées sur la figure 178 ; celles relatives aux poly- 

Fig. i 7 4. 



/ 

/ 


nomes de la seconde sont représentées par la figure 174 . Le mode d’emploi ne 
diffère pas de celui indiqué dans le cas général. 

142 . Translation et rotation combinées : Nomogramme tan - 
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gentiel pour le calcul des profils de terrassements . — M. Willotte 
a lait connaître ( 1 ) un procédé nomographique de calcul des demi- 

Fig. i 7 5. 



profils de terrassements, fondé sur la considération des enveloppes 
des positions de la ligne transverse du terrain correspondant à une 
aire donnée, limitée au gabarit soit de remblai, soit de déblai. La 
figure 175 est faite dans l’hypothèse du remblai, avec le gabarit de 
demi-profil ZOAB. 

Il est très facile de déterminer la nature de cette enveloppe. A 
l’aire de chaque demi-profil considéré on peut, en effet, ajouter une 
constante, savoir l’aire du triangle que le prolongement de AB 
ferait avec les droites OA et OZ. L’enveloppe est donc une courbe 
dont la tangente forme avec les droites OZ et AB, prolongées jus¬ 
qu’en leur point de rencontre, un triangle d’aire constante; c’est, 
par suite, comme on sait, une hyperbole ayant OZ et AB pour 
asymptotes. 

Si, pour un certain nombre de valeurs de <r ( 2 ) comprises entre 


(') Ann. des P. et C., 2 e sem. 1880, p. 3 o 3 . 

( 2 ) On peut choisir soit, des valeurs de a croissant par échelons égaux, soit les 
valeurs correspondant aux hyperboles qui, entre les limites assignées, ont leurs 
sommets (situés sur la bissectrice de l’angle de OZ et de AB) séparés par des inter¬ 
valles égaux, ce qui donne pour ces sommets une graduation isogïade (n u 8). Ce 
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les limites pratiques de cette quantité, on construit la portion utile 
des hyperboles correspondantes, on obtient le système des enve¬ 
loppes (<t). 

De même, toutes les positions de la ligne du terrain naturel corres¬ 
pondant à une même valeur de £ ou de X passent nécessairement par 
un même point de la ligne AB, qui pourra être coté à l’aide de cette 
valeur de s ou de X. On obtient ainsi sur la ligne AB à la fois une 
échelle (z) et une échelle (X). 

Pour déterminer la ligne de terrain correspondant à chaque demi- 
profil, il n’y a qu’à mener par le point de OZ coté z, une droite dont 
la pente sur l’horizon soit 9. Cette droite peut être constituée par un 
index marqué sur un transparent susceptible de recevoir à la fois une 
translation, suivant les variations de z, et une rotation suivant les 
variations de 9. 

Pour cela, l’origine O' d’axes rectangulaires O ' x' et O ’y’ liés à ce 
transparent, étant maintenue sur OZ et mise en coïncidence avec le 
point de cote s, on amène sur OZ, par une rotation autour de O', le 
point 9 d’une échelle tracée pour cette pente 9 sur une parallèle 
à O’ x r . L’axe O' x' coïncide alors avec la ligne du terrain répondant 
à ces valeurs de z et 9, et il suffit de lire la cote de la courbe (<r) à 
laquelle il est tangent et les cotes s et X des points où il coupe AB, 
pour avoir les valeurs de ces trois quantités qui constituent les 
inconnues de la question. 

III. —- Théorie morphologique générale. Classification 
de tous les nomogrammes possibles. 

143. Objet de la théorie morphologique des nomogrammes . — 
En voyant, au fur et à mesure que l’on avance dans l’étude de laNomo- 
graphie, se multiplier les types particuliers de nomogramme, on esl 
conduit à les envisager au seul point de vue de leur structure, sans 
avoir égard à la nature géométrique spéciale des lignes qui y inter¬ 
viennent non plus qu’à la forme des équations correspondantes, étant 
bien entendu, d’ailleurs, que lorsqu’on en vient aux applications. 


second choix, proposé par M. Willotte, donne un dessin plus satisfaisant. Le calcul des 
cotes se fait d’ailleurs très rapidement, puisque leurs différences secondes sont cons¬ 
tantes. 
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c’est, au contraire, celte double considération qui importe le plus. 

C’est donc, en quelque sorté, la morphologie des nomogrammes 
que nous nous proposons ici de mettre en lumière de façon a en faire 
sortir une classification générale capable d’embrasser non seulement 
tous les types de nomogramme qui sont actuellement connus et utilisés, 
mais même tous ceux qui pourront jamais être proposés. 

Les notions sur lesquelles nous allons fonder ici cette théorie sont 
celles mêmes qui nous ont servi à cet effet dès l’origine (* ); mais le 
mode de classification que nous allons indiquer est celui auquel nous 
avons abouti en second lieu ( 2 ) et qui n’a égard qu’à la répartition sur 
le nomogramme des éléments non cotés, ou constants , et des éléments 
cotés indépendamment du nombre des variables qui s’y rapportent, 
ce qui, lorsqu’on y regarde de près, apparaît comme le caractère le 
plus essentiel de la structure de chaque type de nomogramme. 

Convenons tout d’abord de quelques notations que nous emploierons 
uniformément dans la suite de cette étude. Un élément, point ou ligne, 
dont la nature restera indéterminée sera représentée par la lettre E 
qu’on fera, s’il y a lieu, suivre, entre parenthèses, des lettres désignant 
les cotes y afférentes : 

E ( Z\ , Z-i, Zÿ, . .., z n ). 

Parfois, si le nombre seul de ces cotes est intéressant à considérer, 
c’est ce nombre n que nous mettrons dans la parenthèse : 

E(/i). 

11 arrivera même, lorsqu’il n’en pourra résulter aucune ambiguïté, 
que, si c’est la désignation des cotes qui importe le plus, nous écri¬ 
rons simplement (s,), (s 2 -), (z n ), et, si c’est leur nombre, (n) ou 
même n. 

S’il est spécifié qu’un certain élément est une courbe, une droite, 
ou un point et qu’il soit utile de le mettre en évidence, nous rempla¬ 
cerons la lettre E correspondante par une des lettres C, D ou P; si 
cet élément appartient à un système de cercles concentriques ou con¬ 
fondus, ou à un système de droites parallèles ou confondues, nous 
lui attribuerons la lettre Y ou A. La nécessité de considérer à part 
les éléments de ce genre apparaîtra plus loin (n° 145, Rem. I). 

Ajoutons que, dans le cas où le nomogramme se composerait de 


l 1 ) Dans les notes 0.23 et 0 . 25 . 
( 2 ) 0.39 et 0 . 40 , n» 12 . 
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plusieurs plans superposés tt, tt', tt", .nous distinguerions les élé¬ 
ments tracés sur chacun d’eux au moyen des mêmes accents E, E', 
E", .... Quant aux éléments mixtes, on pourra les désigner comme 
suit : si un élément E' du plan rJ doit être pourvu des cotes 
..., prises sur tc, cela s’indiquera au moyen d’une barre surmon¬ 
tant ces cotes inscrites dans la parenthèse 

Quant au point mixte provenant de la rencontre de la ligne C de tc 
et de la ligne G' de tc', on le désignera par la notation 

cher . 

Enfin certains éléments, comme les pivots du double alignement, 
pourront être dénotés au moyen de la variable auxiliaire Ç qui s’y 
rapporte. 

144. La notion de contact. — Lorsqu’un point se trouve sur une 
courbe, ou lorsque deux courbes sont tangentes entre elles, nous 
disons qu’il y a contact entre ces éléments. 

Pour exprimer qu’il y a contact entre les éléments E et E', nous 
emploierons la notation 

E « E'. 

Il n’est pas nécessaire de réfléchir bien longtemps pour reconnaître 
que la sente relation précise de position qui puisse être jugée à vue 
est le contact de deux éléments , dans le sens élargi où ce mot vient 
d’être pris. 

En effet, les notions de position qui nous sont données par la vue 
se ramènent aux seules distances angulaires perçues directement par 
l’œil, et, parmi ces distances angulaires, les seules dont l’œil puisse 
évaluer exactement la grandeur, sont celles qui sont nulles. 

Donc, tout mode de représentation graphique d'équation à plu¬ 
sieurs variables ne saurait consister qiéen C établissement ou la 
constatation de certains contacts entre divers éléments géomé- 
triques. 

Pour rendre cette idée plus claire, revenons aux exemples les plus 
simples qui se rencontrent au début de cet Ouvrage : 

La représentation d’une équation à deux variables au moyen de 
deux échelles accolées (n° 9) repose sur le contact des points PQQ 
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de l’une des échelles, éléments à une cote, avec les perpendicu¬ 
laires A (^ 2 ) à la direction de leur support, menées par les points de 
l’autre, également éléments à une cote. Un tel mode de représenta¬ 
tion sera donc dénoté 

P(-Sj) »-« A(^î). 


La représentation cartésienne au moyen d’une courbe (n° 12) repose 
sur le contact de cette courbe G, élément sans cote, avec le 
point P(^ ) , z 2 ) du quadrillage régulier répondant aux deux variables z^ 
et z- 2 -, d’où la notation 

P(^i, zo) *-* G. 


Plus généralement, la notation d’un abaque cartésien à trois variables 
(n° 116) sera 

P ( -"î, «32 ) G ( z$ ). 


Si r on n’a recours qu’aux éléments tracés sur un seul plan, on voit 
que toute représentation effectuée sur ce plan se ramène à la consta¬ 
tation d’un contact entre deux éléments dépendant respectivement par 
l’intermédiaire de systèmes ramifiés (n° 52) de 7i, et de n 2 cotes, ce 
qui correspond au cas d’une équation à /?,—|— n 2 variables. 

C’est ainsi que la juxtaposition de deux échelles binaires (n° 51), 
parle contact des horizontales à deux cotes A(^,, z 2 ) de l’une avec 
les points à deux cotes P (z 3 , z A ) de l’autre, permet de représenter 
des équations à quatre variables, suivant le mode 

A(«i, z t ) hP (,s 3 , z 4 ). 

si r on a recours, au contraire, à des systèmes tracés sur des plans 
variables les uns par rapport aux autres ( 1 ), leurs positions respectives 
devront être définies par certains contacts entre éléments appartenant 
aux uns et aux autres. Il y aura, en outre, un contact à constater sur 
le tableau formé par les divers systèmes arrêtés dans la position voulue. 
La répartition des variables se fera alors entre les éléments interve¬ 
nant dans ces divers contacts. 


( 1 ) H doit être bien entendu que les divers plans variables intervenant dans la 
question peuvent ne pas se trouver matériellement réalisés dans la construction du 
nomogramme. Si, par exemple, ce nomogramrne comporte un fil tendu sur diverses 
échelles graduées (points alignés), l’index que constitue ce fil tendu doit être consi¬ 
déré comme faisant corps avec un plan appliqué sur le premier. Bien que l’on n’ait 
là qu’une droite variable par rapport à un plan, on doit donc, pour la généralité de 
l’exposition, considérer cette droite comme appartenant à uni plan qui glisse sur’ le 
premier. 
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Nous appellerons les premiers des contacts de position , le dernier 
contact de résolution. 


145. Nomogrammes à deux plans superposés. — Si deux plans 
sont simplement superposés, les déplacements de l’un par rapport à 
l’autre sont à 3 degrés de liberté, comme on l’a déjà dit (n° 133). 

Or, un contact établi entre un élément E appartenant au plan Tu.el 
un élément E' appartenant au plan rJ équivaut à une condition simple. 
Il faut d onc établir trois tels contacts pour y fixer la position du 
plan tJ par rapport au plan?: ( 4 ). Cette fixation sera par suite définie, 
avec la notation du numéro précédent, par les contacts de position 


E, -1 


?! 


1 ? 


e 2 - e;, 



Les deux plans se trouvant alors dans cette position relative parfai¬ 
tement déterminée, il ne restera plus qu’à constater un contact entre 
un élément E 4 de l’un des plans et un élément E ' ft de l'autre, qui sera 
le contact de résolution 


Le mode d’emploi d’un nomogramme quelconque comportant un 
plan mobile se résumera donc dans la suite de symboles 

e,~ec e 2 ~e;, E 3 ~E' 3 , E*«E' 4 . 


Les quatre contacts ainsi dénotés étant simultanés, on peut évidem¬ 
ment prendre comme contacts de position trois quelconques d’entre 
eux, le quatrième étant alors le contact de résolution. Mais, en général, 
sur un meme nomogramme, la même variable étant toujours prise 


(’) Exceptionnellement, on pourra, au lieu d’imposer à un élément E/ l’obliga¬ 
tion d’ètre en contact avec un élément E• de cote bien déterminée, l’astreindre à être 
en contact avec deux éléments E ; et E- entre les cotes desquels existera une cer¬ 
taine relation. Nous n’avons rencontré dans cet Ouvrage qu’un seul exemple de 
cette circonstance, au n° 138 , où la droite pivotant autour du point O (fig. 168) a sa 
position fixée par la condition de rencontrer les échelles E m et E„ en des points dont 
la dilFérence des cotes soit égale à i. Il est essentiel de remarquer que ce mode de 
détermination rentre bien cependant dans le mode général ci-dessus défini , car 
les positions de l’élément E/ en contact avec les éléments E i et E-, dont les cotes ont 
entre elles la relation qui vient d’être dilc, ont une certaine enveloppe en sorte 
que la condition imposée peut se traduire par le contact 

~ E',-, 

bien que l’élément ne ligure pas sur le tableau. 
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pour inconnue, le contact de résolution y sera aussi toujours le même, 
et il devra, de préférence, être inscrit le dernier. 

On peut ajouter que, sauf en des cas tout à fait exceptionnels, dont 
aucun exemple ne s’est présenté à nous au cours du présent exposé, 
l’un des deux éléments E ou E' intervenant dans chaque contact est 
un point ou une droite. 

Il n’y a, théoriquement au moins, lorsque les divers éléments en 
présence sont définis géométriquement, aucune difficulté à former le 
type d’équation correspondant au nomogramme ainsi construit. 

Chaque élément E; du plan fixe a, par rapport à Ox et Oy, une 
équation de la forme 

/,:<>, y, Ci) = o, 

où Ci représente l’ensemble des cotes correspondantes. De même, 
chaque élément E^ a, par rapport à O r x' et O'y', une équadon de la 
forme 

\ c't) = o. 

ou, en passant à Ox et Oy et désignant par A, u et v les paramètres 
servant à définir l’un des systèmes de coordonnées par rapport à 
l’autre, 

gi {kx -h s /1 — k-j -+- [i, — y/1 — X 2 X -h Xy v, C)) =o, 
ou encore 

é'ï(-r,y, X, v, C-) = o. 

Le contact entre les deux éléments s’exprimera dès lors par une 
équation que nous pourrons écrire 

/o-(X, n, v, Ci, Ci) = o, 

et l’élimination de X, p. etv, entre les quatre équations telles que cette 
dernière correspondant ainsi aux quatre contacts i = 1 , 2 , 3, 4? four¬ 
nira, entre les cotes’des liuit éléments en présence, une relation qui ne 
sera autre que l’équation représentée. 

Remarque /. — Il y a lieu d’examiner à part le cas où les élé¬ 
ments E', e;, E', t sont des cercles concentriques que nous désigne¬ 
rons alors par la notation Fj, T 2 , F 4 . Ces cercles peuvent d’ailleurs, si 
leurs rayons croissent indéfiniment, devenir des droites parallèles Aj, 
Ai,, A'. Enfin, cercles T' ou droites A' peuvent se confondre entre eux. 
Nous considérons tous ces cas particuliers comme compris dans le cas 
général des trois cercles concentriques F t , Fi,, F ; , ( , ce que nous allons 



CHAPITRE VI. 


434 

dire de celui-ci pouvant immédiatement s’étendre à chacun d’eux 
sous une forme encore plus simple. 

Si les cercles F, et T!, sont mis en contact respectivement avec les 
éléments E, et E 2 , le seul déplacement possible du plan tz' est une 
rotation autour du centre O'. En effet, F, étant l’élément parallèle à 
l’élément E, à une distance égale à la différence des rayons des 
cercles et P' 2 (cercle de rayon égal à cette distance et de centre E< 
si cet élément se réduit à un point), le cercle F 2 sera en contact avec 
l’élément F ( . Par suite, ce cercle F 2 , en contact à la fois avec les 
éléments E 2 et F,, ne pourra que tourner autour de son centre O', ce 
qui démontre la proposition. 

Or, dans cette rotation, le cercle r' 4 , concentrique aux deux pre¬ 
miers, tourne aussi sur lui-même, et s’il se trouve tout d’abord en con¬ 
tact avee l’élément, E 4 il ne cessera pas d’y être pendant toute cette 
rotation. Le contact E 3 >-< E^ devient alors superflu et pourra être laissé 
indéterminé. 

La notation du nomogramme correspondant sera, par suite, si Ton se 
sert de guillemets pour indiquer le contact indéterminé, 


Ej r 


E, ~ T' 


2 J 


Ei w I 


v 


ou, en attribuant, dans ce cas, au contact de résolution, l’indice .3, 


Ei-r;, E 2 ~r 


2 ? 


E, ~ I 


V 


3 5 


)) I—I )). 


Il convient d’ailleurs, pour plus de régularité, de maintenir le sym¬ 
bole du contact devenu ici indéterminé. 

Remarque II. — La coïncidence de deux points P et P' ou de deux 
droites D et D', appartenant à l’un et à l’autre plan* équivaut à deux 
contacts, car, dans un cas, on peut considérer que deux lignes 
se coupant en P' sont en contact avec le point P, dans l’autre, que 
deux points pris sur D ; sont en contact avec la droite D. Pour rap¬ 
peler qu’une telle coïncidence équivaut à un double contact, nous la 
désignerons par la notation 

P S P' ou D£D\ 

Si donc, dans le mode d’emploi d’un nomogramme intervient une 
telle coïncidence, sa notation sera 

E 2 ~E' 2 , 


Pi-P i, 


E 3 - E' 
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ou 

DiKD' lt e,«e;, E 3 *-iE' s , 

146. Nomogrammes à plusieurs plans superposés. — Ce qui 
vient d’être dit s’étend immédiatement au cas de plusieurs plans 
superposés. Nous pouvons arbitrairement choisir l’un d’eux tz comme 
plan fixe. La position d'un second tz' sera alors définie, par rapport 
au premier, par trois contacts entre éléments correspondants pris 
sur ces deux plans. Ces plans étant ainsi rendus solidaires l’un de 
l’autre, nous représenterons leur ensemble par et nous défini¬ 

rons ensuite la position du plan tc", par les contacts de trois de ses 
éléments avec trois éléments appartenant à l’ensemble (tctt:'), c’est- 
à-dire pouvant indifféremment faire corps avec le plan - ou avec le 
plan tî', mais généralement, en pratique, encore avec De même, * 
trois nouveaux contacts fixeront la position du plan tJ" par rapport à 
l’ensemble (“V'), et ainsi de suite jusqu’au plan . Ces 3 m con¬ 
tacts de position étant ainsi établis, on constatera l’existence d’un 
contact de résolution entre un élément pris sur le plan et un élé¬ 
ment appartenant au plan -n. 

Chacun des 6w + 2 éléments intervenant dans ces 3 m -f- 1 contacts 
étant muni d’un nombre quelconque de cotes, on engendre ainsi le 
nomogramme le plus général qu’il soit possible de concevoir. 

Avant d’aller plus loin dans cette étude, faisons voir pour plus de 
clarté comment ce mode général de notation des nomogrammes 
s’applique à quelques-uns de ceux qui ont été précédemment ren¬ 
contrés. 

Prenons en premier lieu les nomogrammes à double alignement 
(n° 88) et appelons F et Y les deux positions successives de l’index 
que nous pouvons supposer marquées sur deux plans tz et tz" super¬ 
posés au premier. Si l’on désigne d’une manière générale par P;(^) 
le point coté z-i, par P un pivot pris sur la charnière et si l’on tient 
compte de la remarque I du n° 145, on a 

H h P 2 (-S2 )’" h I\ P •“< F, » », 

1*3 ( "^ 3 ) 1—1 F, Pi ( ) l-< I", Pfil", » 1-1 », 

étant entendu que, dans la première ligne, les contacts de position 
sont les deux premiers, et, dans la seconde, le troisième avec l’un des 
deux premiers. 

Prenons maintenant l’exemple du n° 136, qui est à trois plans 
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mobiles, ceux tz' et tc" des échelles tournantes (H') et (H) et celui tz'" 
de rindicateur transparent, les échelles de repérage (p/) et (p") étant 
lixées sur tz ( 1 ). 

Désignons par 0 ( et 0 2 les points du plan tz avec lesquels coïn¬ 
cident respectivement les points O 1 et O" autour desquels tournent 
les plans tJ et tz", par (o w ) le trait coté o de l’indicateur transparent, 
par D le bord de la règle guide, le long duquel glisse le bord D du 
transparent. 

Les trois contacts fixant la position des plans tz', tz" et tz" étant écrits 
les uns au-dessus des autres et le contact de résolution mis à part, on 
obtient la notation 

Oi S O', \ 

o, a O', 

DSD', (H'-)-(o"') \ 

Prenons enfin le nomogramme du n° 138, sous sa seconde forme, 
c’est-à-dire en supposant le réseau (a', jü') mobile. Il doit être consi¬ 
déré comme constitué par la superposition de trois plans, le premier t: 
comprenant la partie fixe du nomogramme, c’est-à-dire les points à 
deux cotes (a, [3) et les échelles (a) et (Z?), le second tz les points 
(a', [B'), le troisième tz' l’index UV servant à faire la lecture. 

La fixation de la position de tz' par rapport à tz résulte d’une rota¬ 
tion de tz’ autour de son origine CL, qui coïncide avec O, de façon à 
amener le point (a'(B') sur l’axe O Y, d’où la notation 

0 20', 0Y~( a '(5’). 

Les points U et V proviennent de la rencontre des bissectrices OU 
et OV des angles des axes OX et OY avec les parallèles à la direction 
O Y menées par les points (a) et (b). Si nous désignons par A' ces 
parallèles à O'Y' nous voyons, en nous reportant aux notations définies 
à la fin du n° 143, que les points U et V seront dénotés 

OÜ.A'(â) et 0 V. A' (Z>) . 

Par suite, la notation relative au troisième plan, comportant le eon- 


( l ) Pour l'exposé général des principes, nous avons affecté chaque élément du 
môme accent que le plan auquel il appartient. Ici, nous conservons les notations du 
corps de POuvrage; aucune confusion ne peut en résulter. 
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lact de résolution, sera, si l’on appelle A" l’index dirigé suivant UV, 
OU.A'(â) - A", O V.A'(iË) -, A", (a, [5) ~ A", » « ». 

147. Classification générale des nomogrammes. — Si, dans le 
nomogramme plus général défini au numéro précédent, on affecte 
chacun des éléments en contact d’un certain nombre de cotes, qui 
d’ailleurs peut être nul, de façon que la somme de tous ces nombres 
soit égale à n, on a formé un nomogramme d’équation à n variables. 

La détermination de tous les types de* nomogramme applicables à 
des équations à n variables, et constitués au moyen d’un certain 
nombre m de plans superposés, consiste donc : i° a former toutes les 
partitions du nombre n ; 2 ° à distribuer les nombres fournis par ces 
partitions entre les 6ni -\-2 éléments intervenant dans les 
contacts du nomogramme, en ne comptant que pour une les diverses 
solutions qui peuvent se ramener les unes aux autres par de simples 
permutations entre ces contacts. 

Cette façon d’envisager les choses peut conduire à un mode de clas¬ 
sification des nomogrammes, qui est celui auquel nous nous étions 
d’abord arrêté ( f ) et qui pose, pour la détermination de toutes les 
variétés correspondant à un nombre donné de variables, un problème 
de partition résolu d’ingénieuse façon par le major P.-A. Mac- 
Mahon ( - j. 

Mais, ainsi que nous l’avons déjà dit au n° 143, l’étude approfondie 
des divers types de nomogramme permet de reconnaître que ce qui, 
au point de vue morphologique, les distingue essentiellement les uns 
des autres, c’est la répartition, parmi les éléments intervenant dans 
les contacts simultanés sur lesquels est fondé leur mode d’emploi, de 
ceux qui sont pourvus de cotes et de ceux qui ne le sont pas, et c’est, 
en dernière analyse, ce caractère qui nous a semblé le plus propre à 
servir de fondement à une classification v raiment rationnelle. 

Afin de nous rendre compte des diverses façons dont celte réparti¬ 
tion peut se faire, nous désignerons chaque élément coté par l’ensemble 
Z/ des cotes qui s’y rapportent, en convenant de prendre Z/= o pour 
les éléments non pourv us de cote ou constants. 


(’ ) 0 . 25 . C’est ce mode de classification qui figurait dans la première édition du 
présent Ouvrage. 

( 2 ) Bull, de la Soc . math . de France , t. XXVI, 1918, p. 56 . 


d’olacïne 


28 
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Le numérotage des contacts étant arbitraire, nous remarquerons 
d'abord que deux répartitions se ramenant l une à l’autre par change¬ 
ment de l'ordre des contacts n’en font en réalité qu’une seule. De 
même, on n'en aura encore qu’une en permutant à la fois dans tous 
les contacts les deux éléments qui y figurent, ce qui revient simple¬ 
ment à appeler tz le plan qu’on avait d’abord appelé tJ et réciproque¬ 
ment. 

Remarquons aussi tout de suite que si trois des contacts ont lieu 
entre éléments constants, les plans t: et tz immobilisés l’un par rap¬ 
port à 1 autre, n’en forment plus qu'un, ce qui dispense d’envisager 
la combinaison 

Z 1 *-‘Z. 2 > OHO, (IHQ, <) •“•(>, 

qui désigne tout nomogramme à plan unique. 

Cela posé, chaque type canonique étant désigné par le nombre (en 
chiffre gras) des éléments cotés distincts qui y interviennent, affecté 
d’un indice d’ordre, voici le tableau complet de ces types pour le cas 
de deux plans superposés ( 1 ) : 


( 2 ,) 

Z, 

~o, 

z 2 

HH (>, 

n H(), 

O H() 

(LP) 

( 2 ,) 

z, 

H O, 

O 

-Z'.. 

l)H (), 

O IH O 

(E E) 

(3.) 

Zi 

HH ( ) . 

z 2 

HH O. 

Z-,M 0j 

O HH ( ) 

(E E) 

( 32 ) 

Z, 

z 15 

z 2 

HH (). 

O H O, 

0 hh 0 

(L C, M) 

(3a) 

Zi 

— O, 

Z, 

HH O. 

■>~Z 0 ■ 

O -H O 

~ (E E) 

(40 

Zi 

•—1 O, 

Z, 

HH O, 

Z 3 --O, 

Z V hh 0 

(P) 

(4 2 ) 

Z, 

'// 

Z 1, 

z 2 

HH ( ) ^ 

z, - O, 

O hh () 

(E M) 

(4 a ) 

Zi 

•—< <)<■ 

Z 2 

HHO, 

Z;j HH O. 

ohz; 

(P) 

(4*) 

Z, 

- Z ,. 

z 2 

~z;, 

( ) «-H (). 

O HH() 

(I, C) 

(4») 

Z, 

m/ m- 

z 2 

Hh O. 

«hz;,. 

0 HH () 

(I, M) 

( 4 e) 

Zi 

H (), 

Z, 

HH ( ). 

«.M/y 

S3 

I 

(P) 

(50 

Zi 

~ Z,, 

z 2 

HHO, 

Z:>~0, 

Z4 hh () 

(M) 

(50 

Zi 

M Z' . 

z. 

s: 

I 

Z;j • O. 

0 hh 0 

(I) 

( 5 ,) 

Zi 

~ Z,. 

z 2 

HH O, 

Z 2 M, O. 

<>~Z' 

Hr 

(M) 

(60 

Zi 

HH //, . 

Z 2 

~z ' , 

z, «0, 

Z 4 M, O 


(60 

Zi 

- Z', 

z 2 

mZo, 

Z3-ZO 

0 MH () 

(I) 

( 7 ) 

Z, 

-Z', 

z 2 

-zo 

z 2 ~z', 

Z4 *-l 0 


(8) 

Z, 

- Z'i, 

z 2 

r / ' 

HH A 

* J } 

Nî' 

I 

s: 

z,- Z( 



(') Les lettres inscrites à la fin de plusieurs des lignes de ce tableau se réfèrent 
aux: explications données dans les remarques qui suivent. 
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Remarque 1. — Pour que l’on puisse rendre l’un des quatre 
contacts indéterminé [en prenant, sur l’un des plans, comme élé¬ 
ments intervenant dans les trois autres contacts, des A ou des T 
(n° 145, Ptem. I)|, il faut nécessairement que ce contact ne soit 
affecté d’aucune cote. Cette possibilité n’existera donc que pour les 
types comportant au moins un contact o^- o; ce sont ceux auxquels 
SG F éfère l’indication I ajoutée dans la parenthèse au bout de la ligne. 

Remarque II. — Parmi les types canoniques de nomogramme à 
deux plans superposés qui viennent d’être formés, recherchons ceux 
sur lesquels les seuls éléments cotés soient des points à une cote. 
Pour cela,, supposant que chacune des lettres Z/ ne désigne plus 
qu'une cote z- L au lieu d’un ensemble de cotes, nous remarquerons 
que cette cote peut se rapporter à un point dans trois cas : 

i° Lorsque dans un contact Z,-ho l’élément constant est une 
ligne ; 

2 ° Lorsque dans un contact Z, h-Z' les deux éléments sont des 
points à une cote sur des supports constamment en coïncidence (ce 
qui ne se peut que si ces supports sont des droites ou des cercles de 
même rayon); 

3 3 Lorsque l’élément Z[ est une ligne mixte (n° 133), prise dans un 
système du plan tz et empruntant momentanément la cote du point 
où elle rencontre une échelle tracée sur tz. 

De là trois variétés de nomogramme à points cotés que nous dési¬ 
gnerons comme suit ( 1 ) : 

i° Variété P, Cette variété se produit quand chacun des quatre 
contacts a lieu entre point coté et ligne constante. 

2 ° Variété G. — Cette'variété se produit lorsque deux échelles, 
l’une sur -, l’autre sur tz' , ont constamment même support rectiligne 
ou circulaire, cette communauté de support étant d’ailleurs équiva¬ 
lente à un double contact (Rem. Il du n° 145) entre éléments con¬ 
stants, ce qui exige que la notation du type correspondant comporte 
deux contacts o >-h o. 


( l ) L.a lettre servant à désigner chaque variété a été inscrite au bout de la ligne 
du tableau général correspondant à chaque type susceptible de cette variété. Lorsque 
cette variété est compatible avec un contact indéterminé, la lettre correspondante 
est soulignée en même temps que la letre I à laquelle elle doit être associée. 



3° Variété M. —Celte variété se produit lorsque, dans un contact 
entre éléments cotés, l’un est un point coté, l’autre une ligne à cote 
momentanée (empruntée au même plan que le premier point), les 
autres contacts ne comportant comme éléments cotés que des points. 


Remarque III. — Chaque type de nomogramme étant désigné 
par un numéro d’ordre (en chiffre gras) égal au nombre des élé¬ 
ments cotés- y intervenant, une équation à n variables sera suscep¬ 
tible d’application de chacun des types dont le numéro d’ordre sera 
au plus égal à n. 

Nous allons maintenant faire l’application de ces généralités aux 
monogrammes à deux plans pour équations à trois et quatre variables, 
qui comprennent la plupart de ceux dont on a à faire un usage cou¬ 
rant dans la pratique, en plus, bien entendu, de ceux à un seul plan 
sur lesquels il n’y a pas lieu d’insister ici. 

148. Nomogrammes à deux plans superposés pour équations à 
trois variables. — D’après la remarque III ci-dessus, ces nomo- 
grammes rentrent dans les types suivants : 


(2 j) . 7.H-M) !•—■<> <)hh() OH- 1(> 

(32) . 9. HH () ()H | l)HO (>*—■() 

(3l) . I H() I HO I«-M) OHO 

(3s) . I hh I [ H() O H-1 O O ■—I O 

(3 3 j . I * —« < > I H() O HH I ()H|) 


Observons tout d’abord que, conformément au tableau du n" 147, 
chacun de ces types est susceptible de la variante pour laquelle un 
des contacts devient indéterminé, les trois éléments de l’un des deux 
plans qui interviennent dans les autres contacts appartenant à un 
même système de cercles concentriques I\ou de droites parallèles A’, 
et que, h* quatrième excepté, ils peuvent ne comporter comme élé¬ 
ments cotés que des points. 

Cette double variante appliquée au type (3| ) conduit, au reste, au 
type le plus général du nomogramme à points alignés pour trois 
variables (n° 57). 

Nous signalerons quelques autres types précédemment étudiés se 
rattachant à cette catégorie de nomogrammes. 

Par exemple, pour un abaque hexagonal (n° 31), si 1), I \' t dé¬ 
signent les trois index du transparent mis en contac t respectivement 
avec les points cotés ( z { ), (^ 2 )? et P* le point à l’infini dans la 
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direction perpendiculaire à Ox , la notation est 

P-«In 

qui définit un type (à«). 

Un nomogramme polaire (n° 48), où l’origine O' de l’échelle (s<) 
de support D' reste en coïncidence avec O quand ce support pivote 
autour de O, se dénote 

O S O', P,(s s )~D', G 3(* 3 )~P'i(*i), 

du type (3 2 ). 

L’index en équerre à sommet guidé (n° 129), si S, est le support 
de l’échelle (^,), a pour notation 

Si~0\ (;i) m O', (- 5 . 3 ) l - 1 0'y, 

type (3 1 ), et la règle à tiroir (n° 134), lorsqu’on appelle D la droite 
parallèle à O,#, le long de laquelle glisse l’échelle (^ 2 ), 

D a 0,^2, ( -Si ) I—* 0 2 , (s 3 )hh(^ 2 ), 

type ( 3 2 ). 

Enfin, le dispositif relatif à la détermination de £ (et, par suite, 
de à) dans le profilomètre Siégler (n° 129) nous fournit un exemple 
de type (3s), sa notation étant, en efïet, 

Oj/hO', ( / 3)i-' 0', (0)i-iO'y', 0/«(£). 

149. Nomogrammes à deux plans superposés pour équations à 
quatre variables. — La remarque 111 du n° 147 montre que tous 
ces nomogrammes rentrent dans les types suivants : 


(21) . 3 •“*o 1 mo o•—*o oho 

(2 [ ). 2 mm O 2 mm O OMO o >— o 

(2 2 ) . 3 *-io ()>-hi o m o owo 

(2g) . 2^0 O mm 2 ()HO O mm O 

(3i) . 2HO I*-0 IHO Ommq 

( 82 ) .. 2 mm I ] MO OMO OMO 

( 3i> ). 2 mi 1 OM I OMO OMO 

( 3o ). 2 MO IM[ OMO OMO 

( 83 ) . 2 MO I MO OMI OMO 

( 3', ). 2MO OMI OMI OMO 

(4l ) . I MO I MO 1 MM o I MO 

(4 2 ) . I M I IMO I MO OMO 

(4 3 ) . IMO 1 MO l*MO OMI 

(4i). I MM I 1 MM I O MM O O MM O 

( 4s ). I mm 1 I MM o O mm I O mm o 

(4o) . I mm O 1 mm O O mm i OMI 

















442 


CHAPITRE VI. 


Ici la remarque J du n° 147 montre qu’il peut y avoir un contact 
indéterminé pour chacun de ces types, sauf (4|), 4 ;î ), (4«). 

Il serait facile de former des exemples de ces seize types, mais cela 
serait sans utilité. Nous nous bornerons à faire voir auxquels de ces 
types se rattachent quelques-uns des monogrammes à quatre variables 
et à deux plans, rencontrés dans le corps de l'Ouvrage. 

Si, par exemple, laissant le dernier contact indéterminé, on prend 
pour éléments E^, E 2 , E! } , une même droite A ; , les éléments E 4 , 
E 2 , E ;{ étant des points cotés dont le dernier à deux cotes, on a un 
nomogramme à points alignés avec réseau de points à deux cotes 
(n° 101) qui se dénotera 

(-1 ) H A , (^ 2 )'- , A', (z 3 , », 


type (3,)- 

Si, dans cette notation, on remplace les points (;,) et (z->) par des 
courbes C* et C 2 , cotées au moyen des mêmes variables, on a la nota¬ 
tion des droites à doubles enveloppes (n° 107) (' ). 

L’index en équerre ordinaire ( n° 128), qui se dénotera 


est, comme on voit, du type (4i), ainsi que les index parallèles 

(n° 125). 


Si l’on cherche à former des types do nomogramme pour quatre 
variables ne comportant que des points à une cote, il faut, suivant la 
remarque II du n° 147, n’avoir recours qu’à des contacts compor¬ 
tant chacun un élément i et un élément o, par suite, aux seuls types. 


(4,), (4,) et (4c)- 

Les schémas correspondants sont ceux qu’indiquent les figures ij6 7 

■77» '7 8 - 

Si les courbes C), C 2 , C! $ , ( 7 , de la figure i"(), dessinées sur le 


(‘) Quant aux nomograrnmes à trajectoires de contacts ( n° 108 ), si l’on repré¬ 
sente par C 3 ( £ 3 ) l'enveloppe <J\, cl par z, t j te point de rencontre de cette enve¬ 
loppe et de la trajectoire ils se dénolenl, A' étant toujours l'index pour la lec¬ 


ture, 


(-'o ) M, ’ , A , ) *" H A , (^;j) H b » hh ». 


Donc, au point de vue de leur structure, ils doivent cire considérés comme de? 
nomogrammes à cinq variables £ 2 , c.., z, n sur lesquels deux des variables z 2 
et z h sont identiques. 
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transparent, se réduisent à une seule, on tombe sur le nomogramme 
à index quelconque de M. Goedseels (n° 124). 


Fig. 17O. 



De même, si, dans la cas de la ligure 177 , les courbes G), et G' 
se confondent avec le support du système (V, ( ) et la courbe C 4 avec 



le support du système (~m), on a un nomogramme du type repré¬ 



senté par la figure 179 , qui a également été proposé parM. Goedseels 
(/oc. cit.). 
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Enfin, si les courbes C 3 et C 4 de la figure 1-8 se confondent res¬ 
pectivement avec les supports des systèmes (-,) et (: 2 ), les courbes G; 
et C ' 2 avec les supports des systèmes (s' 3 ) et (z\), on a un nomo- 


Fig. 179. 



gramme du type représenté par la figure 180 , encore envisagé par 
M. Goedseels. 


Fig. 180, 



Il est clair que l’on pourrait, dans le cas de plusieurs plans super¬ 
posés, développer, en se fondant sur les mêmes principes, une étude 
analogue à celle qui vient d’être exposée pour le cas de deux seule¬ 
ment; mais il n’y aurait à cela qu’un intérêt purement théorique qui 
peut ici être négligé. 



ANNEXES. 


I. — Sur les équations à multiplicateurs correspondants. 


Ayant été conduit par voie d’intuition aux types (i) et (3) donnés au n° 20 
pour les équations à multiplicateurs correspondants, nous avions posé la ques¬ 
tion de reconnaître s’ils étaient bien les plus généraux jouissant de la pro¬ 
priété voulue. C’est à M. G. Kœnigs-que nous sommes redevable de la réponse 
affirmative à cette double question. Voici son analyse : 

Problème I. — Trouver des fonctions c, d, U telles que 

ct(XiS!, X- 2 5 s; ) = d(Xi, X,, U), 


U ne dépendant que de et de z 2 . 
Si nous posons 


(0 


Ü — O ( Xi ~j, X 2 ^2 > ), 


Ü vérifie le système d’équations 


(a) 

(3) 

(4) 

On a identiquement 


A (Q) = z t 
P> ( ) == z 2 


diî . à J. 

--y- — O, 

O Z i oh i 

dû . àl2 

— A, = o. 


dz-t 


à A» 


dU.dQ dU dû 

C ( Q ) = — -—--— •— = o. 

dz 2 dZi dz i Oz 2 

A ( B( il) \ — B( A(Q)) = o 


et 


A ( C(Q) ) — C ( A(SJ)) 


^ I dU ()Li dU dQ ^ c(~ 


ÔQ 




(J Z 2 (Jz i (J Z j (J Z 2 J à Z J 

r A Ai£)_C(„)l—-A( , ^i)^+C(X 1 )^ = o, 

[ \dz 2 J \ dsi \àz l /dz 2 dAi 


les dérivées secondes disparaissant d’elles-mêmes, comme on sait. Or on a 

/dü\ d 2 U <)U 

\0z 2 ) ^^dz^dz-f ^ ~’ i dzf 

/d U 


A 

A 


c^i dz 2 
d 2 U 


\ d^] 




dz\ 


C ().,) 


o. 
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Donc i.2 vérifie l’équation 

/ d 2 U 


(5) 


dU \ d.2 


d- U d£2 


Zi 


dz\ dz 2 Oz 2 ) d3 t 

De même, en partant de 

on trouve 

(fi) ( 


''1 


Ô Xi J Ô <3 2 


,= d. 


-M 


qu’on peut écrire 


B(C(Q)) 

— G ( B(Ü)) = o. 

d 2 ü dlJ 

^ dQ d - l dil 

ôz\ dz 2 dz\ 

} dso - dz | dzj 

e de (4), les équations (5) et (6) d 

d 2 U dlJ 

\ dl _ d 2 l dl 

d^ i dz •) d v ^ 

/ d3 t ~ l dz j dz. 2 

d 2 U dlJ 

\ dl d 2 U dl 

! 

fcl 

t 

LC 

Cl 

Cl 

l'Sl'* 

Ci 

d 2 U 

d* U 

d^i dz 2 

ds 2 i 

dû 

~~ dU ~ .3! 7 

d3 2 

d3 t 

d 2 U 

d 2 U 

d4?i d3 2 

d3| _ J_ ^ 

dU 

dl J ■ 3o 

dsi 

dz-2 


= o. 


O, 


= O, 


OU 


ou encore 



d loir 3 


n ** 1 


dz i 


d log-S-2 

dz* 


d\j_ 
d 2 
~JTT 

dz i 


X 2 -3 1 , 


dü 

0 Zi 

"dû" 

d3-> 


Xj -3 


il 


Xi et \ 2 elant respectivement des fonctions de ,«[ seul et de z^ seul, ce qui*, 
exige que l’on ait 

X | Z i X 2 3 2 == I 

et, par suite, 


X 2 Z J — T)X , 


X 2 Z<y — -J 

m 


m étant une constante. 



j. — SUR LES ÉQUATIONS A MULTIPLICATEURS CORRESPONDANTS- 


On a donc 


ou 


ce qui don in' 

ou, plus symétriquement, 


dl 

ÔZ*2 

_ ^1 

dli 

ni Z y 

d-i 

dû 

d LJ 

dz-2 

m z<> — 

‘ dz 1 


v=f(z t =7 ' 

l =/(-ï'5?*), 


/il et n 2 étant des constantes. 

L’identité initiale prendra donc la forme 


P ( )-1 -ô 1, X 2 -3 > ) = A ( A i, 


Si l’on fait Zi = z \, À 2 z - 2 = z ' 2 , il vient 


, n | - 

1 *2 


ou, en attribuant à Ài et X 2 des valeurs numériques quelconques, 

A(a?) étant une fonction quelconque de .r. Par suite, 

?(-i, ~ 2 ) = 


O11 retombe bien ainsi sur la forme (i) du 11" 20 . 


Problème II. — Trouver les fonctions ©, A. U telles que 

<?(>-= 1 , ^(X, U), 

U dépendant que de Si g 2 . 

Posons encor»' 

(I) <P(X- 1 , À"^) = ü. 


Ici ii vé ri lie les équations 
(2) A(U) = Zi 

0~>l 


m « 2 


dü 
à z-, 


. dû 
A dX ~ 


(3) 


B(Û) = 


dû dû dû dQ 
d^ 2 d^j àz 1 àz% 


On a identiquement 

A(B(û)) — B( A(Ü) ) -o, 
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d-U 

_I_ ;n ■»,. 

onj 

dû \ 

OU 

ni ^2 

d~i d^ 2 

dz\ 

do 2 / 

Oz j 

d 2 li 

d 2 U 

dlJ \ 

_ n j _ 1 

dL> 

. f/l *> 

Ozf 

| -O 2 

- //( - 1 

ozj 

(iw 2 


ou encore, en tenant compte de (3),. 

/ <n u 

( Z i - “4“ 11X Z 2 

\ ÜZ i (J Z-y 

[ d 2 u . 


ov> \ <nj_ 
Oz > J Oz j 

àl! \ dU 


0z { Oz.) ôzi ] Oz* 


qu on peut écrire 

/ d 2 U 
I 0z \ Oz* 
Zl [ ~dïi 

\ OZ, 


ni z-, 


d 2 l) 
0z { Oz* 
dU 
Oz j 


— (i — ni) = o. 


Si l’on pose 


cette équation devient 


On a donc 


V = -III, 
dU 


d y 

mz >TT = 0 


— m)\. 




En se reportant à l’expression ci-dessus de V, on conclut de là que l’expres¬ 
sion différentielle 


ou encore 


dz x +z\ /w x(“-) dz2 

z T~ l dz \ X dz ~ 


doit admettre un facteur intégrant. 
Si nous posons 


;•> = uz 1 


vient pour cette expression différentielle 


Z\ n 1 dz v -1rX\-) ( Z ”‘ du “E mz T~ 1 11 dz l ) 



II. — REPRESENTATION APPROCHEE PAR POINTS ALIGNES. 


OU 


dz\ 


MTi) du 


Z x . / 1 

i mu 


dont l’intégrale a la forme 


'•(« 


log^,H- log/(w) = log*,/(w), 


f étant une fond ion arbitraire comme y. 
Donc U est de la forme 



et l’on en conclut, comme à la fin de la solution précédente, que 

Z J 


<?( 


; i> z i) — A 



A étant une fonction quelconque de x. 

On retombe bien ainsi sur la forme ( 3 ) du n° 20 . 
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II. — Sur l’application de l’anamorphose graphique 
à la représentation approchée par points alignés. 

Appréciant l’intérêt qu il y a, chaque fois que faire se peut, à 
recourir aux points alignés de préférence à tout autre mode de repré¬ 
sentation, le lieutenant-colonel Lafay (alors capitaine) a fait con¬ 
naître ( 1 ) un ingénieux procédé de transformation approchée, par 
anamorphose graphique, d’un abaque cartésien (au besoin, construit 
empiriquement) en un abaque anamorphosé à lignes droites de façon 
à transformer à son tour celui-ci, selon le mode indiqué au n° 60, en 
un nomogramme à points alignés. 

Convenons tout d’abord de la notation suivante : représentant par 
z-y ,,, z-y i, .... z-i n , ... des valeurs particulières attribuées à la va¬ 
riable s/, nous désignerons de même par // >0 , fi,\i • • •. fi,ru, ••• les 
valeurs prises par la fonction pour ces diverses valeurs attribuées 
à zi. 

Cela posé, supposons que l’équation 

' F123 = ° 


(') Génie civil, t. XL, 1902, p. 298. 



ANNEXES. 


représentée puisse èire mise, avee une approximation suffisante, sous 
la forme 

( T ) W f\ ft '3 fi h* ~^~fi ~ °? 

dans laquelle 1 rs fondions composantes sont actuellement indéter¬ 
minées. 

L’équation a élé représentée par un abaque cartésien sur lequel, 
abstraction faite des modules supposés quelconques, les coordonnées 
ont été prises égales à z { et z 2 {fi fi'- 181 ). 



Sur deux courbes z 3 y et y.*.,, prises dans la partie moyenne du 
système (^ 3 ), choisissons, à partir d’une des extrémités A 0 B 0 de la 












II. — REPRESENTATION APPROCHEE PAR POINTS ALIGNES- 


4 >i 


partie utile de ce système, des points A 0 , A,, A 2 , ... dune part, 
B 0 , B,, B 2 , ... de l’autre, formant les sommets d’une ligne à gra¬ 
dins dont les côtés successifs soient alternativèment parallèles aux 
axes des et des _z 2 . Dans ces conditions, les coordonnées des som¬ 
mets de cette ligne peuvent s’écrire 


0 

cq 

rç 

0 

< 

Bo (-5i,n 

r '2,0 ), 

Al ( -1,1, ,^2,1 )j 

B 1 ( « 1 , 2 , 

~2,1 )i 



.? 

A/Z. ( ^l./Z) ^2, /Z ,)}. 

-k/z ( ^1,/Z+l 

? ^2,77 )» 


Exprimant que les points A,^, A rt _,, A, t sont sur la ligne on 
a donc les équations 


{ n — 2 )/ 

(n — 1 )i 

( n )i 


fl,n-2#3,in-1 ^3,Z + ./3,7 = O, 
fl. >i-l é r 3 ,i +A«-i h-i,i- J r-fz,i — °i 
fl-n é? 3,i fl , n + 


et de même pour les points B^_ 2 , B,,^, B„ sur la ligne _ 3 3 y +1 


( n — 2 )i +1 

( u — I )/ + i 
(w)i+i 


f\,n-l A''3,/-l-l 2 ^3,1-M +y*3,?'+l = O, 

yi,7i ft"3,/-+-i — °j 

/l,»+lA" 3 ,/+l .A,« A3,7 + 1 fs,i- f-2 — O. 


Si I on divise la différence des équations (zz — i) f - +1 et(zz 
par la différence des équations (zz — i )/ et (zz — 2 )/, on a 


Aô+i 


,/i./ 


’.fl,n- 1 A'3./ é 


f 1,77—1 J \,n-1 


8 3,( I 1 é 3 _ ; 


et, de même, si l’on divise la différence de (zz); et (zz 
férence de (zz — i); +< et (zz — 2 )/ +1 , on a encore 


:)/ par la dif- 


./2.W — fi,n-] 


cr 


3 ./ A 3 , 


Z-M 


fl,n-\ — jl,n—î gz,i+\lH,i 


Par suite, en posant 

( 2 ) 

on voit que 

f \.n 


8 3 . £ /et./A- i 
.A's.Z-f'l A.z 

f y ,n — 1 ./ 2,?7 


— P O 


.A, 77 - 


t\,n-\ — fl,n-\ fl. 


11 —l 


■fi,n-i 


Pô 
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d’où, par un facile calcul de proche en proche, 


puis 


fl.ti f f'2,n f'ï,n- 1 

/ci ./1,0 fi.l fi.O i! 

fun • ./'| .0 _ ,/•>■() _ 1 — P/ 

./1,1 /l,0 l— Pi 


Si donc, prolongeant les axes des z t et des z. 2 par des axes des y et 
des x , avec renversement du sens positd, nous j>renons les intersec¬ 
tions, d’une part, des cotés V 0 B a , A, B,, A 2 B 2 , ... des gradins avec 
les droites y — o, i, a, d, ..., d’autre part, des autres cotés des 
gradins avec les droites x — o, i, a, d, . . ., nous obtenons, d’un côté, 
les points N,, N 2 , N : $, . . ., de l’autre, les points M,, M 2 , M ;( , . . . dis¬ 
tribués respectivement sur des courbes (N) et (M), obtenues par 
jonction de ces points au moyen d’un trait continu, dont, en vertu 
des formules (a), les équations sont, pour (M), en coordonnées A, 


et x, 

( 3 ) 


/t ~ fi.o = 


Pf 


0 / 


(fi,y — J i.o ) 


et, pour (N), en coordonnées z 2 etjp, 


( 4 ) 






i — p/ 


(fi,\ — fi. 0 )• 


Prenant maintenant dans le système (z ;i ) une courbe quelconque (C) 
sur laquelle le point courant sera désigné par G, faisons-lui subir la 
transformation suivante : les parallèles à O x et O y menées par C 
rencontrant les courbes (M) et (N) en M et en INI, complétons le 
rectangle MC ND. 

La ligne (D) ainsi transformée de (C) recevra la meme cote z 3 que 
celle-ci; de plus, les perpendiculaires à Ox et à O y recevront les 
cotes c, et z 2 des perpendiculaires à O et 0^ 2 , qu’elles rencontrent 
respectivement sur les courbes (M) et (N). Dans ces conditions, 
l’abaque obtenu dans le quadrant xOy pourra être considéré comme 
anamorphosé graphiquement de l’abaque cartésien d’abord construit 
dans le quadrant z { O z 2 . 

Ici, deux cas sont à considérer : 

i° Si les courbes z^i et d’où l’on est parti, sont assez 

rapprochées pour que, de l’une à l’autre, l’accroissement de la 
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fonction * 3 puisse être regardé comme négligeable, la formule (2) 

montre que 0/ peut être confondu avec l’unité. Dans ces conditions, 
les équations ( 3 ) et ( 4 ), que l’on peut écrire, a, a', ô, b' étant des 
constantes, 

(3 bis) / 1 = a ^ + «' 

1 ~ ?i 

(4 bis) f t = b + b\ 

1 

deviennent, par application de la règle de L’Hôpital, 

( fi — ax^-ci', * f -i ~ b y -h b'. 

Il suffît de transporter ces expressions dans (1) pour avoir l’équa¬ 
tion de (D) 

(ax -+- a') £3 -h ( b y -f -b') h s -{-fa = o, 

qui montre que cette ligne se confond avec une droite. Le résultat 
cherché se trouve ainsi obtenu. 

S’il en est ainsi, le tracé même des lignes (D), effectué comme il 
vient d’être dit, suffît à faire apparaître ce résultat. 

2 0 Si, par contre, ce tracé conduit à des lignes (D) dont la cour¬ 
bure soit trop accentuée, ce qui signifie que p/ s’écarte trop de 
l’unité, on peut, par une seconde approximation, chercher à se rap¬ 
procher davantage du résultat voulu en substituant à ces lignes (D) 
d’autres lignes (D ; ) plus proches de la ligne droite. 

Si l’on connaissait la valeur de 0/, les équations (3 bis) et (4 bis) 
montrent qu’il suffirait d’effectuer la transformation de coordonnées 
définie par 

f y* f v 

x = P/4 y — p], 

pour avoir des expressions de f\ et f 2 linéaires en x et y r , et, par 
suite, en transportant ces expressions dans (1), pour obtenir, après 
cette seconde anamorphose, comme lignes (33), des droites (D ). 

Mais, pour appliquer cette nouvelle transformation, il faudrait 
connaître la valeur de p/. On y arrivera, en remarquant que 

dx' dy 

- = oX~ x — • 

dy 1 1 dx 

Si la transformation doit réussir, le coefficient linéaire le long de 


D OCAGNE 


29 
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chaque ligne (D') aura une valeur constante k. On aura donc 

d .r 


,~\-X - 1, 

‘ ' dx 


et, par suite. 


dy 

(y-x) logp/H- ^ - o. 


Si donc, dans le cas où le problème est possible, on construit, pour 
chaque ligne (O), le lieu des points A dont les coordonnées sont 


X. = 3? 


J'i 


Y = 


dy 

dx 


ce lieu (A) devra être une droite passant par Porigine, la même pour 
toutes les lignes (D), et son coefficient angulaire fera connaître logo*-, 
donc p*. 

Si les lieux (A) ainsi obtenus pour les diverses lignes (D), sans se 
confondre absolument, se rapprochent suffisamment d’un tracé recti¬ 
ligne moyen, on adoptera pour pi la valeur correspondant à ce tracé 
moyen. , 


III. — Sur la disjonction des variables dans les équations repré¬ 
sentables par simple ou double alignement ( 1 ). 

A. — Simple alignement. 

1. Principe de la méthode. — Si une équation à trois variables 


( l ) La matière de cette Note est extraite d’une série de travaux de M. Farid 
Boulad dont voici la liste (étant fait état des abréviations définies page xix) : 

1 . Sur la disjonction des variables des équations nomographiquement rationnelles 
d’ordre supérieur ( C. /?., 1 er sem. 1910, p. 379). 

2 . Application de la notion des valeurs critiques à la disjonction des variables 
dans les équations d’ordre pornographique supérieur (S. M., 1911, p. ioô). 

3 . Sur les équations à quatre variables d'ordre nornographique supérieur (S. M ., 
ip 12, p. 383 ). 

4 . Extension de la notion des valeurs critiques aux équations à quatre variables 
d’ordre nornographique supérieur ( Intern. -Congress of Math. Cambridge , 1912). 

5 . Sur la disjonction des variables des équations représentables par des nomo- 
grammes à points alignés ( C. R., i er sem. 191 3 , p. 865 ). 

6 . Sur la représentation de l’équation d’ordre nornographique 4 à quatre variables 
par double alignement (S. M., iyi 3 ., p. 366 ). 

Les renvois à cette liste, dans la suite de cette Note, seront indiqués au moyen 
fies numéros d’ordre ci-dessus placés après la lettre B. 
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mise d'abord sous la forme 

(0 I 1 :j F i a ~t“ t Lj O i o H- H 3 H i 2 — O 


est susceptible de prendre celle du déterminant 


(2) 


Fl Fr, H, 
F, G, 1 T 2 
F, G, 11 ; 


— o. 



on voit que, si bon y substitue F,, G,, H, à F 3 , G 3 , H 3 , elle se 
transforme en une identité. De là, le principe de la méthode de 
M. Boulad pour opérer la disjonction des variables dans (i) : rem¬ 
placer dans l’équation mise sous cette forme les fonctions données 
F 3 , G 3 , H 3 par les symboles F,, G,, H,, et chercher à déterminer 
les fonctions représentées par ces symboles de façon à transformer 
1 équation en une identité; et de même, mutatis mu tandis , pour la 
dét< •rminatioo d< • IG, (b, IL ( «). 

M. Boulad a (railleurs fait remarquer (-) que si, dans (i), l une 
des fonctions de z :i , lf 3 par exemple, s'évanouit, on peut néanmoins, 
pour la détermination telle qu elle vient d’être indiquée, des F,, G,, H, 
et IG, G 2 , IL, v introduire une fonction IT ,o dont on dispose arbi¬ 
trairement en vue de certaines simplifications. On en trouvera un 
exemple plus loin (R.e marque du n° 2), 


2 . Equations à trois variables d'ordre nornographique 4 et 3 
les plus générales ( ! ). — Celte équation étant de la forme ( "') 

(G ‘ F 3 («0/1/2 -+- «1/1 «2/2 -+- «3) 

G;»( bofij 2 -+~ b y /, -+- l) 2 j\ -h bi ) 

-+- lia ( c0/1/2 -+- c 1/1 -h C0/2 H- c 3 ) = o, 

où les bp a sont (les constantes, si l’on applique la méthode 
ci-dessus, on obtient, pour la détermination des F,, G,, H, 


(' ) B.2, p. 112. 

( 2 ) B. 3 , p. 388, et 6. 

( 3 ) B. 2 , p. n 5 . 

(') On voit que le type d’équation envisagé au n° 42 (p. 97) rentre dans celui-ci 
à titre de cas particulier. 
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et F 2 , G 2 , Ho, les deux systèmes d’équations 


( («o/l + «2 ) F, +- ( 60/1 -+■ b ,) G, + ( Co/l -f- Ci ) H, = o, 

( #3 ) Fj -+- ( b.l) G t -+— (Cj^/i -4- C;}) H| = O, 

( ■+■ Ui ) F 2 -h (^0/2^ G ) G 2 -I- ( Cofî -+- Cl) II 2 = O, 

( (ct-îjfz -h O.) ) F •_> -+- ( b ifi -h b;\ ) G■> -h ( -+- C;j) IF — O. 


Les échelles (z\) et (j 2 ) ainsi obtenues sont portées sur une même 
conique dont l’équation en coordonnées cartésiennes (si F/, 
sont prises comme coordonnées homogènes du point zf) peut 
s’écrire 

//\ ct()X -+- ^0 y -+- Cq a^x h- b%y H- 

ci\X -{- b x y C\ a :i x -h b-,y -h c :i 

En effet, si l’on ordonne le système ( 2 ) par rapport à j\, après 
y avoir substitué x, y, 1 respectivement à F l7 G M H,, et si, ensuite, 
on élimine /*, on obtient précisément l’équation ci-dessus; et si l’on 
opère par une marche analogue sur le système (3), on retrouve la 
même équation. 

Cette conique se réduit d’ailleurs à un système de deux droites 
lorsque le discriminant de (4) s’annule. 

A titre d’exemple ( 1 ), reprenons l’équation envisagée aux n os 45 
et 86, c’est-à-dire 


( r> ) (1 H- l) h 2 — l(i -t- p)li — ^ ( 1 — l) ( ï -+- ip ) = o. 

O 

Si nous y posons 




el que nous représentions par F,, G,, H, des fonctions de p, nous 
aurons à rendre identique l’équation 

(i-t-/)F,4-/(i-t-p)G 1 -i_(j — l) (i-i- ip)ll i = o, 

ce qui exige 

(6) |'Fi + (!-+- / >)G 1 _ ( n- 2 p)H 1 = o, 

( F ! -+- ( I -h ip ) H 1 = O, 


(’) B. 2 , p. 11 >. 
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d’où la solution générale 


Fi = X, G 1 = 


•2À 


l +P 


Hi=-—, 

I -i- 2 p 


X étant un nombre arbitraire. 

Pour avoir l’équation du support de l’échelle (z f ), substituons 
x, y, i respectivement à F ( , G ( , H, dans le système (6), et élimi¬ 
nons p de ce système ; nous aurons ainsi l’équation cherchée 


( 7 ) 


y — 2 x y — 1 
2 x -+-1 


En opérant de même pour déterminer les fonctions F 2 , G 2 , H 2 , on 
obtient le système d’équations 


( /G 2 -r 2(l — /) 11 2 = O, 

\ ( 1 -i- ! ) F2 -+- / G 2 H— ( I — l ) H2 = O, 


ayant pour solution générale 





D 


_ X(i-f- £) 

2 1— L 


En appliquant la même marche que ci-dessus à la recherche du 
support de l’échelle (; 2 ), on retrouve pour ce dernier la même 
équation (7). 


Remarque. — Si, dans l’équation (1) du présent numéro, la fonc¬ 
tion H 3 se réduit à zéro, on tombe sur le type d’équation d’ordre 

110mographique 3 le plus général ^en posant, par exemple, 


On pourra, en ce cas, conformément à ce qui a été dit à la fin 
du n° 1, appliquer le procédé en regardant, dans (2), (3) et (4), les 
coefficients c 0 , c ( , c 2 , c 3 comme des paramètres arbitraires dont on 
sera libre de disposer, par annulation du discriminant de (4), de façon 
à avoir des échelles rectilignes. 


3. Equations à trois variables d'ordre nomographique 6 et 5 
les plus générales. — Cette équatio*n peut s’écrire sous la forme 

fz (fi A* + gx U +Pi) + g 3 ( /, A 2 + g v U + P' 2 ) -h h, ( /, A; -h y, V t -+-P'') = o, 



4)8 
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dans laquelle on a, d’une manière générale, 

A 2 = O -i f •■i —{— b2 g \ -f- C2, 
l>2 == li fi “I - Hl2 g 2 ” 4 ~ Al 2 5 
1*2 = />2/2H- ?2 ^2+ ''2, 
A 2 ~~ ^'2 fi '"t - ^2 é> 2 ~"t - * C 2 , 


En appliq liant la méthode ei-dessus cl en posant 

A = a 2 x - f- «0 r -h 

B = b -ix -+- b'.,y -+- èj, 


B — /'■)& H - r'-^y -i— , 


M. Boulad a établi ( 1 ) le théorème suivnnl : 


*$7 /<? déterminant 


A = 


A B C 

L JVI N 

B Q K 



est identiquement nul, l'équation d'ordre h /i/ p/i/s générale est 
représentable par un nomogranime à points alignés . 


Ce déterminant se développant en un polynôme, du troisième degn' 
en x et y, on obtient ainsi 10 conditions entre les coefficients de¬ 
là proposée. 

Les équations en coordonnées cartésiennes des supports des deux 
échelles (z t ) et (z->) s’obtiennent par élimination de Z\ et milrc 
les rapports 

Û = — el h ='fl 1 , 

A« A/ A 1 j A a A/, Af- 

dans lesquels les A sont les déterminants mineurs figurant dans les 
deux développements suivants : 


A = \ A,, -f- LA/ 4- P A,,= 

Si, dans l’équation ci-dessus, 
graphique de l’équation tombe à 5 
à satisfaire entre les 18 coefficients. 


— A A a -b B A/ y -t- Cj A r . 

se réduit à zéro, l’ordre 1101110- 
et l’on n’a plus que 4 conditions 


(‘) B.l et B. 2 , p. 117. 
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4 . Equations à trois variables cVordre nomographique quel¬ 
conque. — Pour le cas où l’équation. F 123 , = o est d’ordre nomogra- 
phique quelconque par rapport à chacune des variables, M. Boulai] 
étend sa méthode à la réduction de cette équation à la forme ( 4 ) 

(0 | F* Gi |=o, 

lorsqu’elle est possible, en introduisant un certain nombre de para¬ 
mètres arbitraires, ce qui a l’avantage de permettre le choix entre 
diverses variantes. Pour cela, écrivant Féquation donnée sous la 
forme 

( 2 ) F123 = I X I" 123 -f- O X ( ]?i 23 H - O X! 4 F j 23 O X ÿ£l 23 = < -ù 

où d> ( o3, 123 5 7j 23 sont trois fonctions arbitraires , M. Boulad fait 
remarquer que, si ces trois fonctions sont telles que les trois identités 
suivantes : 

| IX F!2 3 -t-Fj <î>,23-t-Gj l Fi 23 -+-H4 y 123 = o (quels que soient et z z ), 

( 3 ) < IX F 123 -f-F 2 <F 12 3-*-G 2 l Fi 23 4 -H 2 y 123 = o (quels que soient z 3 et z t ), 

l i X F, 23 -h F 3 «i>i23-i- G 3 iFj23-1— H 3 y 123 == o (quels que soient Z\ el z 2 ). 

admettent une solution par rapport à F/, G/, H;, le problème esl 

résolu d’une manière générale, car ces trois identités, avec l’équa¬ 
tion (2) donnent, par élimination, un déterminant du quatrième 
ordre cjui se réduit immédiatement au déterminant voulu (i). 

L’équation donnée étant ordonnée nomographiquement par rap¬ 
port'à certaines fonctions respectivement de de z 2 et de z Z: on se 
donnera pour chacune des fonctions <F 12 3, ^12.35 7123 des expressions 
rationnelles par rapport à ces mêmes fonctions des variables séparées, 
et ce sont les coefficients constants de ces expressions rationnelles 
qui constitueront les paramètres arbitraires dont il vient d’être 
question. 

L’application de cette méthode à l’équation d’ordre nomogra- 
phique 3 la plus générale a permis à M. Boulad de retrouver la repré¬ 
sentation d’une telle équation au moyen de trois échelles portées sur 
une même cubique ( voir la page 232 du présent Ouvrage). 


F) B. 5 . 
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Citons encore ce théorème obtenu par M. Boulad ( 1 ) : 

Toute équation F 12a = o susceptible cV une représentation en 
points alignés , symétrique par rapport ci un système quelconque 
de fonctions / 2 , / 3 , possède la propriété de pouvoir être mise 
sous la forme dite caractéristique en x 

F I 23 = F(#) ^123 -T" G ( x) 'Fi 2 3 -t- Il(.r)/i23 = o, 


qui est satisfaite par X — f \, f 2 et f\. Les fonctions <I> 12:{ , ty* l2: i, 
sont symétriques par rapport aux lettres J\ , f 2 , f t comme 
l'est l’équation considérée. 

Les éléments F/, G/, H, du déterminant correspondant ont pour 
expressions 

F/ = F (f). G, = G(/i), H/ = H(//). 

* 

Si la symétrie est considérée par rapport à deux fondions 
/, et /,>, /es éléments F/, G/, H/ pour i — 1 e£ 2 soai£ donnés comme 
ci-dessus ; quant aux éléments F ;t , G :! , H ;{ , ils sont définis par 
V identité 

I " 1 3 ^123 “+■ G:} W 123 -H H 3 / l23 == O. 

Soit, par exemple, l’équation du troisième ordre nomographique 
mise sous la forme canonique 

l* 1 - 3 = flf*Jz ~+" P "fifj Y "j i -h Ô = o. 

Pour amener celle-ci à la forme requise par l’énoncé précédent, 
admettant pour racines x=f^ / 2 , / 3 , il est aisé de voir qu’il suffît 
de lui ajouter l’équation du troisième degré 

O —/' ) —fl) — A) = —ffjz+x^fifj - X* v/. H- ^3 = o 

admettant les mêmes racines jG, On a ainsi immédiatement 
la forme cherchée 


d’où 


F1 23 = (JF + $)Zfifj - (X 2 - T )S/ f H- (*» + ô) = O, 

F< — fi "+■ (-*> G t - —fi 7, H z - =// 4- 0 . 


(’) B. 2 , p, 120. 
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B. — DûL BLE ALIGNEMENT. 

r 

5. Equations à quatre variables d’ordre nomographique 2 par 
rapport à Vune d’elles. — Soit une telle équation mise sous la 
forme 

(*) F1234 = Fi Fm-f- Gj G-234 -t- H t II 234 = o, 

d’orclre nomographique quelconque par rapport à z il z 3) 

Si cette équation est représentable par double alignement, on 
sait (n° 91 ) qu elle peut être obtenue par élimination de la variable 


auxiliaire entre les équations 





F 

G 

II 



( 2 ) 

F, 

Gi 

H, 

= 0 


A f 

f 2 

G* ' 

h 2 



V./ L* 

F 

G 

H 

j 


(3) 

f 3 

g 3 

h 3 

= 



f 4 

g 4 

JL 



où F, G, H désignent des 

fonctions de 

‘C, et 

où nous admettrons que 

les F,, G,, H, sont les mêmes 

fonc 

tions de z 

, que dans ( 1 ). 


L’équation (3) donne £ en fonction de z 3 et il en résulte que 
F, G, H peuvent, si l’on tient compte de cette équation, s’exprimer 
en fonction de z 3 et z?,, par des équations telles que 


(4) F = F 34 , G = G 34 , H = II n . 

Si les F/, G,-, H,- sont regardés comme les coordonnées homogènes 
des points (z;), nous voyons, en outre, que l’élimination de z 3 et 
entre les équations (4) devra donner entre les F, G, H une relation 
homogène réelle telle que 

(5) , <F(F, G, II) — o 

qui ne sera autre que l’équation du lieu du point (£), c’est-à-dire la 
charnière (p. 258). 

Pour effectuer la recherche des diverses fonctions F/, G*, H/ com¬ 
posantes, voici comment procède M. Boulad ( 1 ) : 


(') B.3. 
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Los deux systèmes de fonctions (F 2 , G 2 , H 2 ) et (F, G, H) sobtien- 
nent par la résolution des deux identités suivantes ( 1 ) : 

(6) I "'■> ^23i-H G 2 G 23 ;H- H 2 H 2 3i = o (quels que soient z :i cl zÿ, 

(7') F F234-+-G r«23, -f- H II03; == o (quel que soit -3,1, 


qui, jointes à l’équation (1 '), donnent, par élimination de et le 
premier déterminant cherché 



F G • H 
Fi G, H, 

F 2 g 2 n 2 


Connaissant, dès lors, les éléments de ce déterminant, on peu! 
définir les échelles (,s 4 ) et (^ 2 ) par les formules 



G / 

•" = ïïp 


11 / o ( i = ici v. ). 


Quant à la charnière , elle est définie, comme il a été dit ci-dcssu>. 
par l’équation i) = o obtenue par substitution à F, G, If 

respectivement de x 1 y, 1 dans la relation ( 5 ) qui résulte de F élimi¬ 
nation des deux variables ^ ;! et z*, entre les expressions ( 4 ) de F, G, Il 
fournies par l’identité (’j). 

Il reste à déterminer les deux systèmes de fonctions (F ;t , G ;i , 11.) 
et (F;, G.i, Hjj). Pour cela remarquons que, si 


( 9 ) 


F?.u + G'bn+ G/.-v -- 


o 


est le développement du déterminant ( 3 ) par rapport à F, G, H (-), 
ces deux systèmes de fonctions inconnues sont définies par les deux 
identités 

(10) F3O34-1- G 3 ^34-+- II3/.34 = <> (quel que soit z-, ), 

(11) F;ç 3 ;-b G;'i» ;n -f- H;/ 34 == o (quel que soit z :i ), 


(') Il convient de remarquer qu'en résolvant les deux identités (6) et (7), on 
effectue, en même temps, la disjonction des variables de l’équation (1) en vue de sa 
représentation par un nomogramme à simple alignement, constitué par deux échelles 
curvilignes (3,) et (z„) et un réseau de points à deux cotes (z 3 , z /t ) ( n° 101 ). 

O Si l’une des fonctions F, G, H se réduit à zéro, on se reportera a ce qui a été 
dit dans le dernier alinéa du n° 1, qui a déjà été appliqué dans la remarque 
du ri 0 2. 
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qn i, avec I équation ( p ), donnent, par élimination, le second détermi¬ 
nant cliere lié. 

Pour avoir les expressions du système des trois fonctions 
figurant dans les relations ci-dessus, il suffit d identifier, quels 
que soient cl . l’équation F l; »; { .| = o avec celle que l'on obtient 
en liranl les \aleurs d«‘ F, fi, II des deux équations ( 5 ) et (9), et en 
les portant dans le développement suivant : 


Fim 


t 1 4*12 II 7.12 — O, 


du déterminant ( <S > par rapport à F, (i, H. 

Il va sans dire que ce développement devra être effectué, après que 
h on aura fait disparaître de ce déterminant les facteurs parasites, 
si, lecii entendu, ces derniers 11e sont pas contenus dans l’équation 
proposée' ( 1 ). 

Ces facteurs proviennent, comme 011 le sa i L, de la coïncidence de la 
charnière avec le support d une ou deux des échelles (s,) et (_s 2 ). 

Il peut arriver, également, que la charnière se confonde avec le 
support d une ou des deux échelles (z- } ) et (/,,); il y aura lieu, dans 
ce cas. d c(‘rire le développement (9) du déterminant (3) sous une 
forme d où les facteurs parasites auront aussi été chassés. Ceci va être 
éclairci par l application qui suit ( 1 ) : 

Soit 1 cqual ion 


( i 3 i 


F 12 3 ; - f\ — f 2 — < g 1/2—O 


(Û H- 1 

/a + ' 

-A U \ 

V * V 

/ 4 

g; J 


ou //, 47 désignent des fonct ions quelconques de la variable Z[. Pi 
cela posons, pour abréger, 

f ... +i/Tï , '—AA 

va g’* 

cl essavons d'effectuer la disjonction de ses variables en prenant 

Fi=/n Gi = 1, ll l i==g l . 

Celle équation s’écrit alors sous la forme 

F J 2 3 i SH F,— Gi (j> -i- -i-f-si) •+■ H1/2 = O. 


(*) B. 3, p. 388. 
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Si maintenant on substitue à F t , G t , H t respectivement JG, G a , IL, 
et si l’on rend indéterminés successivement z :i et z , 4 dans lidentité 
obtenue, on a deux équations linéaires et homogènes ayant pour 
solution 

F j =/f, G 2 = fn H* = i. 

De même, en substituant à F,, G,, II ( respectivement F, G, H et 
en exprimant que l’identité obtenue doit avoir lieu quel que soit z 2 , 
on a les relations 

F G f. 


G 


H 


2 


J 3'o 


qui montrent que la charnière est une parabole ayant pour équation 


x — 


On peut, dès lors, exprimer F, G, H en fonction d’une seule 
variable auxiliaire Ç par les formules 


F = C 2 , 

de là les deux déterminants 

(G) 

i 

et 

(i 5 ) 


G = Ç, 


H =.i ; 


£ 2 n i 

A 1 é r i 

Ai fi I 

Ç 2 Ç 1 

F, G, II 3 

f 4 g 4 h 4 


= O 


O. 


11 s’agit, maintenant, d’avoir les éléments de ce dernier détermi¬ 
nant. Pour cela, écrivons le développement du déterminant (1 4 ), 
après en avoir chassé le facteur parasite ÇÇ, —/o), 

fi ( £ *+■ fi ) ~+“ ô'i A £ ~ °> 

puis remplaçons dans ce développement Ç par sa valeur tirée du 
développement 

Ç 2c ?3V+‘ s'G'»“+‘ 1 X /.3 4 = O, 


du déterminant (io); nous avons ainsi l’équation 



III. 


— DISJONCTION DKS VARIABLES DANS LE CAS I)E LAI.IGNE MENT. 465 

L'identification de celle-ci, quels que soient et z», avec l'équa¬ 

tion ( 1 3 '), donne 

?U = gi , ^3 V = fi g .',, 7.3* = fj\ — < • 

Finalement, en résolvant les deux identités (io) et (n) après y 
avoir remplacé cp 3/ ,, <i 34 , par leurs valeurs ci-dessus, nous aurons 
les éléments cherchés 

L;i = I , Il 3 = O, 

G 4 = 1, II4 = J, r 4 . 


P Z = h, 

F 4. = I , 


6 . Equations à quatre variables d'ordre nomographique 2 
par rapport à deux d'entre elles. — Il arrive fréquemment que 
l’équation F 123/ ,=:o s’ordonne immédiatement sous chacune des 
formes 

, . | I 1 1234 = Fj F 034 “t" G] G 234 -+- II 1 H. 2 ;j 4 = O, 

I F1234 = I ( 4 Fjo 3 -I- G4 G 123 -b H* H 123 = O. 

Pour obtenir dans ce cas les déterminants (a) et ( 3 ) du numéro 
précédent, M. Boulad fait la remarque ( 1 ) que si l’on considère ces 
formes (i) comme les développements respectifs de ces deux déter¬ 
minants, on pourra écrire 




F34 

G:n 

H 34 


(2) 

Fi 234 = 

F, 

Gi 

II1 

= O 



F 2 

G* 

h 2 


et 


F,2 

G n 

H, 2 


(F) 

F 1234 = 

f 3 

G 3 

h 3 

= O 



F 4 

G 4 

II* 



avec l’une ou l’autre des conditions suivantes : 
i° Ou bien 


( 4 ) 


F34 

F 1 2 


G34 H34. 

G» 11,2 ’ 


a° Ou bien, si l’on rapporte à un même système d’axes (Ox , O y) 
les deux nomogrammes à simple alignement représentatifs des deux 
équations (2) et ( 3 ), les équations des supports des deux échelles (Ç) 


C) B 4 . 
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de ces deux nomo<>rammes sonl identiques, de telle sorte que l'on 
puisse superposer ce s deux nomo^rammes piirlielscn luisant coïncider 
l(‘s supports de ces deux é(dielles sans se préoccuper de leur gradua¬ 
tion. On obtiendra ainsi un nomo^ramme à double alignement repré¬ 
sentatif de l'équation (i) étayant comme charnière le support commun 
des deux échelles (T). 

L’équation du support de l’éclielle {'Ç) du nomoiçramme {z^z,'Ç) 
s’obtient par élimination de s : » et c , enl.rt; les équations 


( ’> ) 


x ~ h 


•S V 5 


y — 


= il 


3 4 


qui définissent celle éclielb; en coordonnées cartésiennes et homo¬ 
gènes. De meme l'équation du support de l'échelle (Z) correspon¬ 
dant au second noraogrammo (s;,:,) s'obtient par élimination 
de c,, co mitre les équations de celte dernière échelle, savoir : 


(<> 


^ = l'n, y = (: > 12» 


11 1 2 . 


Il est intéressant de remarquer que chacune des deux condi¬ 
tions (/j) n est autre chose que l'équation ( i ) mise sous la forme 

Delà posé, les deux systèmes des lonctions inconnues ( I '.,, (J 2 , U 2 ) 
et (b;}/,, G :ri , 11) s oblumuenl par la résolution des deux identités 
suivantes : 


(7) b2 b2:14H- <*2 -h IL H 2 :i 4 = o (quels que soient z :i et ) y 

• N > b :iV I ' 2 :iV -r- G .r, < «*>;{ .4 -+- I Li V IL'.V ^ O I <111e 1 que Soit. Z.) ), 

qui, avec l'équation ( i), donnent par élimination h; premier déter¬ 
minant cherché ( ?>.). 

De meme, les deux systèmes des lonclions inconnues (j. t , il,) 

et (b <21 G12, I [ < o ) sont tournis par les deux identités suivantes : 

(9) l';j bi2;{-f- ( >;{ IL H i î = u i < | u cl s que soient z->), 

(10) b 12 Y 12;$ —i— G 12 1 * 12:<“H H12 11 12.' 5=3 o (quel que soit Z:t), 

qui, avec l'équation (i), donnent également par élimination le second 
dé Le mimant (o ). 

Remarque. — Il arrive dans la pratique que les équations des 
supports des deux échelles ÇC ) des nomo^rammes (;, <q (^3 J, 
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rapportés à un même système d’axes, sont réelles et homogènes en 
x , yj z, mais non identiques. Dans ce cas, si ces équations repré¬ 
sentent des droites ou des coniques, les deux nomogrammes pourront 
être toujours superposés d’une infinité de manières par application 
de la transformation homograpliique la plus générale (n° 43). 

Pour cela, il suffira de multiplier les deux déterminants généra¬ 
teurs (2 ) et ( 5 ) respectivement par deux déterminants transforma¬ 
teurs (tels que D du n° 43 ) dont on déterminera les paramètres 
A. n, . .., v' respectifs de façon à réaliser la coïncidence des deux 
échelles (7). 

”. Equation à quatre variables cV ordre nomographique Ci la 
plus générale. — Une telle équation rentre dans le type précédent, 
attendu qu'elle peut se mettre sous les deux formes suivantes ( 1 ) : 

in) f\ ( A a2.3 g, b î3 -f - h, c 23 ) 4- ^ (/ 4 a; 3 h- gk b; 3 h, c; 3 ) 

• + Ai(/4A5 s 4-^bs, + a 4 c' 13 ) = ü, 

( I -U A (A Aïs A- g , aç, 3 -f- h x A" 3 ) - 4 - g k (/, b 23 -h gl b; 3 h- h y b; 3 » 

AiC/l G 23 H- H- hy C'23) = O, 


dans lesquelles, les a , 6, c représentant des constantes, on a, d’une 
manière générale. 


V23 

B 23 = byfif 3 - t- b 2 f. 2 ~\- 6 3< / 3 - |- 

C 2 3 — C,/ 2 / 3 + C- 2 f 2 - h C 3 / 3 -4- Ci, 


^i >3 — c i fïA~i~ AA + c lA 


r 



Pour mettre (11) et (12) sous forme des déterminants (2) et ( 3 ) 
ci-dessus, M. Boulad leur a appliqué les identités (7), (8), (9) et (10). 
Il est arrivé ainsi, en posant 


et 


A, = a L x -+- a) y -h ci ), 

B i =b i x+b' i y+b* i% 
C/ = ci a? -h c)y -f- c) 

■U = ai x 4- Uy 4 - c iy 
A = ajx^r- b)y 4 - c), 

k tt n. 7 n u 

— a i x "+■ biy 4 - Cj , 


(’ ) B. 4 , p. 3 . 
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à établir que si les relations 
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B| Ci Ao B2 ().> 

ÎË = Cl “ Âl = K ^ cl 

et 

a\ _ a^_ a, __ a; __ 

_ ^ ^ _ = _ 

so/i/ satisfaites , quels que soient x et y, Véquation écrite sous la 
forme (î i ) (12) est représentable par un nomogramme à double 

alignement sur lequel la charnière est une conique servant de 
support commun aux échelles (z 2 ) et (5»). 


IV. — Calendrier perpétuel nomographique. 


A l’époque où il était encore notre élève à l’Ecole des Ponts 
et Chaussées, M. A. Crépin, ingénieur des Ponts et Chaussées 
(fils de l’autre ingénieur des Ponts et Chaussées cité page 58 ), 
a très ingénieusement exprimé la loi traduite par le calendrier per¬ 
pétuel sous forme d’un nomogramme à triple alignement ( 1 ). 

Ce calendrier perpétuel nomographique, reproduit par la figure 1 <82, 
ne comporte que des échelles rectilignes parallèles, dont quatre rela¬ 
tives aux données (quantième, mois, siècle et année) (-) et une à 
l’inconnue (jour de la semaine), plus deux charnières E, et E 2 
également parallèles à ces échelles. C’est, en somme, là un exemple 
de composition d’échelles parallèles (n° 94 ). 

Le mode d’emploi est le suivant : l’alignement du quantième et du 
mois donne sur la charnière E, le point P, ; l’alignement du siècle et 
de l’année donne sur la charnière E 2 le point P 2 ; P alignement P< P 2 
coupe la dernière échelle en un point qui correspond au jour 
cherché. 


Les alignements tracés sur la figure en traits interrompus cor¬ 
respondent à l’exemple : 20 mars 1880, pour lequel on lit la 
réponse : jeudi. 

Nous ferons remarquer que cette ingénieuse disposition de calen- 


( l ) Publié dans la Nature (numéro du 12 juillet i()i 3 , p. 122). 

( 2 ) Les années ordinaires (sur l’échelle « année») et séculaires (sur l’échelle 
« siècle ») qui sont bissextiles sont indiquées par l’encadrement de leur numéro d'ordre. 



Fig. 182. 

Quantième Mois Jour Siècle Année 



d’ocagne 


30 
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drier perpétuel pèrmet de prendre comme inconnue l une quelconque 
des cinq variables qui y interviennent. Proposons-nous, par exemple, 
de trouver les coïncidences d’un premier jour de siècle (i er janvier 
Xoi) avec un premier jour de semaine, c’est-à-dire avec un lundi. 
L’alignement qui joint le point coté 1 de l’échelle du quantième 
au point coté Janvier (non bissextile puisqu’il s’agit d’une année 01) 
de l’échelle du mois coupant la charnière E, en un point que nous 
appellerons P, (qui est celui immédiatement au-dessus du point P, 
de la figure), et l’alignement qui joint ce point P) au point L du 
milieu de l’échelle du jour (les autres points L ne donnant pas de 
solutions dans les limites de la graduation, comme on le vérifie aisé¬ 
ment) coupant la charnière E 2 en un point que nous appellerons P' 
(qui est, sur cette charnière, le plus voisin de l’année 09), on voit 
que l’alignement qui joint ce point P 2 au point de l’échelle de l’année 
coté 01 coupe l’échelle du siècle en son point le plus élevé qui porte 
les cotes 5 , 12, 16, 20. Par suite, les années 5 oi, 1201, 1601, c’est- 


à-dire les 6 e , i 3 ° et 17 e siècles ont commencé un lundi; 
de même du 21 e siècle. 


et il en sera 


M. Grépin a complété ce calendrier par un ingénieux dispositif, 
encore inédit, également fondé sur le principe des points alignés, qui 
permet de déterminer la date de Pâques pour une année quelconque. 


NOTE ADDITIONNE LL E. 

A la liste, d’ailleurs, bien incomplète, des principales applications 
de la méthode des points alignés, publiées par divers auteurs, qui 
figure au renvoi ( 3 ) de la page xii, il convient d’ajouter : 

i° L. Jacob. — Résistance et construction des bouches à feu. 
Autofrettage (Ouvrage faisant partie de l’ Encyclopédie scienti¬ 
fique; 2 e édition, 1920). Dans cet Ouvrage, tous les calculs, tant du 
frettage ordinaire que de l’autofrettage, sont systématiquement traduits 
en nomogrammes à points alignés. Ces nomogrammes sont d’ailleurs 
ceux qui, sous la direction de l’auteur lui-même, ont permis, pendant 
la guerre, aux Etablissements Schneider, de mener à bien, dans un 
temps très court, les études relatives au nouveau matériel d’artillerie. 
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2 0 W.-B. Morton et Miss Harvey. — An application of Nomo- 
graphy to a case of discontinuons Motion of a Liquid ( Philoso- 
phicalMagazine, 19165 p. i 3 o). 

On rencontre dans cet intéressant Mémoire un exemple remar¬ 
quable de problème emprunté à F Hydrodynamique, où la méthode des 
points alignés réduit à un extrême degré de simplicité des calculs qui, 
sans ce secours, seraient à peu près inextricables. « The équations 
— disent, en effet, les auteurs — which embody the resuit of the 
analysis are too complicated to admit of arithmetical calculation of 
spécial cases. It is the purpose of this note to point out hownumerical 
results can be obtained by means of the graphical methods deve- 
loped by M. d’Ocagne. » 
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